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المقدمة 


تشهد نظرية الرسومات تطورا سريعا كما يزداد الاهتمام بها من الناحيتين النظرية 
والتطبيقية ويعود ذلك إلى علاقتها الوثيقة بمعظم فروع الرياضيات الأخرى وإلى 
تطبيقاتها في مجالات متعددة لعلوم الحاسب والعلوم الطبيعية. تعتبر نظرية 
الرسومات وسيلة مهمة لإنشاء نماذج رياضية لدراسة هذه العلوم المختلفة. 

يذكر أن بدايات نظرية الرسومات تعود إلى العام ١۷۳٠م‏ عندما حل أويلر 
Euler‏ مسألة جسور كونقسبيرق 120115506185 السبعة. بعد ذلك» ولمدة قرنين 
كانت النتائج المتعلقة بالرسومات قليلة. في العام 1915م ألف كونق عا«هK‏ أول 
كتاب حول الرسومات. ثم تسارع الاهتمام بنظرية الرسومات وتطبيقاتها في 
النصف الثاني من القرن الماضي حيث تتواجد الآن في معظم المناهج الجامعية. 

يقدم هذا الكتاب مدخلا إلى نظرية الرسومات. وحيث إنه لا يوجد إجماع» حتى 
الآن: حول المادة الأساسية وكيفية تقدمها + ققد اخدرنا مادة مكن عرضها على مو 
أفقي وابتعدنا عن التوسع الرأسي » حيث أدرجت موضوعات متنوعة بدرجة مناسبة 
من العمق لتختار منها مادة مقرر أول فى نظرية الرسومات. كما اخترنا ترتيب 
الموضوعات من الأسهل إلى الأصعب مع الحافظة على متطلبات البنى الرياضية. 


المقدذمة 


ىأ 


يقع الكتاب في ثمانية فصول. يشتمل الفصل الأول على الكثير من التعاريف 
والمصطلحات والنتائج الأساسية المستخدمة في الفصول اللاحقة. بينما يتضمن 
الفصل الثاني موضوع الأشجار وتييزاتها وبعض الخوارزميات المتعلقة بالتطبيقات. 
أما الفصل الثالث فيغطي الرسوم الأويلرية وبعض النتائجح الخاصة بالرسوم 
الباملتونية. في حين أن الفصل الرابع يقدم مفهوم الاستوائية. وفي الفصل الخامس 
نعرض موضوع التلوين الذي ساهم بشكل كبير في تطوير نظرية الرسومات. 
ويشتمل الفصل السادس على موضوع الموائمة وخوارزمية لإيجاد موائمة عظمى في 
الرسوم ثنائية التجزئة. وفي الفصل السابع يقدم مفهوما الترابطية والترابطية الضلعية. 
ويمكن اعتبار الفصل الثامن مدخلا إلى موضوع الرسوم الموجهة. 

أما بالنسبة للمصطلحات فقد استخدمنا غالبا معجم الرياضيات الصادر عن 
مكتب تنسيق التعريب في الرباط بالمملكة المغربية التابع للمنظمة العربية للثقافة 
والتربية والعلوم» ومعجم الرياضيات الصادر عن مؤسسة الكويت للتقدم العلمي ؛ 
ومعجم العلوم الرياضية الصادر عن قسم النشر العلمي والمطابع في جامعة الملك 
سعود ؛ كما اجتهدنا في وضع بعض المصطلحات التي لم ترد في تلك المعاجم. 

سيقدر المؤلفان أي ملاحظات تبدى من قراء هذا الكتاب ؛ ويمكن إرسال أى 
تعليقات أو اقتراحات عبر البريد الإلكتروني : 1283© .لاقع 20113111)0. 

وفي الختام نأمل أن نكون قد وفقنا في توظيف خبرتنا التدريسية في جامعة الملك 
سعود لتقديم مدخل سهل إلى نظرية الرسومات وأن يكون هذا الكتاب إضافة علمية 
إلى الكتب العربية النادرة التي تعالح موضوع الرسومات» والله من وراء القصد. 


المؤلفان 
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GRAPH THEORY FOUNDATIONS 


)١,١(‏ تعاريف أساسية 

ليكن (8, 7)- © زوجا مركا ميث 7 جموعة مخهية غير خالية و5 جموعة 
عناصرها مجموعات جزئية ثنائية من 7 ؛ نقول إن © رسم م78 (أو رسم 
بسيط 1م513 16م5111) جموعة رؤوسه 56 171162 7 ونجموعة أضلاعه 
edge set‏ 2 . إذا كان نر e‏ ضلعا معله فإنه يوجد رأسان 7 © 1,۷ بحیث 
[ 14۷] = 6ء ستعير عن © بالرمز 1۷ ونكتب 1۷= 6 . 

يمثل الرسم كما يلي : يمثل كل رأس بدائرة صغيرة أو نقطة ويمذل الضلع 
«مه - © خط يصل بين الدائرة الممثلة ل ا والدائرة الممثلة ل «. وغالبا ما نطابق 
الرسم بتمثيله» كما نصف أو نعرف الرسم بواسطة الدوائر والخطوط ؛ ويساعد 
التمثيل على رؤية أوضح للرسم وفهم أعمق لخواصه. 
مثال )١,١(‏ 

يمكن تمثيل الرسم ( /1, 7) = 6 حيث V - {a, b,c, d†‏ و مع ,0,50 ,8ه! = رم 
كما فى شکل(۱,۱) () أو فى شکل(۱,۱) (ب). 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


4 7 
C 4 01 مجك‎ ْ 
(1 0 C ri 

١‏ (أ( 


نت 





.)١,١(لكش‎ 


نلاحظ أن تمثيل الرسم ليس وحيداء كما أن الأضلاع ليست بالضرورة قطع 
خطوط مستقيمة. للاختصار نسمي الرسم (FE)‏ 6 بالرسم 6). 

إذا كان ”7 ضلعافي الرسم © » فإننا نقول إن الضلع ۷ يربط 0125[ 
لاس 1 و ۷ كمأ ا 1U‏ وا طرفاً 01م600 للضلع . كما تقول 
إن الرأس ٨‏ يجاور ٤٣ء‏ هزله الرأس « أو جار 26158601 له. نعرف درجة الرأس 
degree of vertex v‏ بأنها عدد أضلاع الرسم التى يكون ۷ طرفا لبا أو عدد 
جيران ۷ ونرمز لہا بالرمز (”)068 . فمثلا في مثال :)١.١(‏ 2 = (2)ععل = (4)عء0 
و3-()468 و1-(4)ع06. يسمى الرأس فرديا 040 إذا كانت درجته فردية 
وزوجيا e۷٥٣‏ إذا كانت درجته زوجية ومنعزلا 15013160 إذا كانت درجته صمرا. 
هي نجمع من العناصر التي ليست بالضرورة مختلفة فمثلا [ ©,14,2,2,8,6 مجموعة 
مضاعفة عدد عناصرها 6ع تكرار 4 يساوي 6 وتكرار 7 يساوي 1 وتكرار © 
يساوي 2. 

نسمي الزوج المرتب (£, 7) = © رسما مضاعفا طمهمع# انام إذا كانت / 
مضاعنة تانب ة عنامي هاف 7 ]ذا كان 2ه ا اانه يوعد عة 


أسس نظرية الرسومات ف 


مضاعفة (۷,]) من ١‏ بحيث !1,2 = © » ستعبر عن © بالرمز 1٨۷‏ ونكتب 
۷ = ©. نسمي الضلع UY‏ = ع ضلعاً مكرراً multiedge‏ إذا كان تكرار © في ٣£‏ 
اكير هد 1[ء كما نسمي الضلع 1 = © عروة م100. 

يمثل الرسم المضاعف كما يلي : يمثل كل رأس بدائرة صغيرة أو نقطة ويمثل الضلع 
م = © خط يصل بين الدائرة الممثلة ل 1 والدائرة الممثلة ل ۷. كما نمثل العروة 1/1 - © 
بضلع يبدأ من الدائرة الممثلة ل # وينتهي بها. نعرف درجة الرأس « في الرسم المضاعف 
بأنها عدد أضلاع الرسم التي يكون « طرفا لبا مضافا إليه ضعف عدد العرى. 

يقال إن الرسم منتي 817201 112116 عندما يكون عدد رؤوسه منتهٍ وعدد 
اطلاعه عه سم علد رزو الرسم رتبة 05061 الرسم ويسمى وعدد أضلاع 
الرسم سعة ©5126 (أو حجم) الرسم. 

طلباً للاختصار فسنعني بالرسم في هذا الكتاب الرسم البسيط المنتهى ما له 
يذكر غير ذلك. من الواضح أن كل رسم بسيط لا يحتوي على عرى أو أضلاع 
مكررة ويمكن النظر إليه على أنه رسم مضاعف. 
مغال ١؟,١)‏ 

مكن تيل الرسم المضاعف (£, 7) = 0 حيث (4,ن,ط,ه) = 7 
و ab, ab, bc,cd, cd, dd, dd}‏ ,144,4 = £ كمافي شکل(۱.۱) (ج). وتكون 
درجات الرؤوس هي : 5 = deg(a)‏ و 4 - (ما)وع0 و 3= deg(c)‏ و .deg(d)=6‏ 

للرسم (2, 7) = © نعرف ( )5 و ( )4 كما يلي : 

0(G ) = ما)عع0 !0امط‎ ):v لاع‎ ( 
A(G ( = max{deg(v ):v لاع‎ ! 


ع مقدمة في نظرية الرسومات 


تعطي المبرهنة التالية علاقة بين عدد الأضلاع في الرسم ومجموع درجات 
روس :ذلك الرس 
مبرهنة )١,١(‏ 

إذا كان (, 7) = © رسماء فإن | £ |2 - («مموول'5 . 
البرهان 

ما أن كل ضلع في الرسم له طرفان» فإن كل ضلع يعد بالضبط مرتين في 
(068)0 رم . 


- 
نتيجة )١,١(‏ 
عدد الرؤوس الفردية في الرسم ( /7, 7) = © هو عدد زوجي. 
البرهان 
لتكن 1 مجموعة الرؤوس الفردية و ر7 مجموعة الرؤوس الزوجية في 6. 
لاحظ أن # = ,07 ”17 وأن 7= ,5لا ]7. من مبرهنة )١,١(‏ نجد أنء 
deg(v)= > deg(v)+ > deg(v)‏ > - | :1 | 2 


VE VE, اعم‎ 


كور 
‘(n‏ 


>` (مموعل‎ - 2| 2 | - ١ deg(v) 


وا أن الطرف الأيمن لبذه المساواة عدد زوجي فإن عدد الحدود في الطرف 
الأيسر يجب أن يكون زوجيا. وينتج من ذلك أن | 7| عدد زوجي. 5 

الرسم التام graph‏ eteاcomp‏ هو الرسم الذي يتجاور فيه كل رأسين. وبرمز 
للرسم التام الذي عدد رؤوسه 7 بالرمز ,× . الشكل(57.١)‏ يوضح الرسوم K۸,‏ 
ف مكدو sak.‏ كدي كد 


أسسن نظرية الرسوعات 


عا أن.غدد روو ,5 هو 7 ودرجة كل رأس ف ,۸ تساوي 1 -7ع فينتج 


| n(n —[ 0 ١ 
من مبرهنة(١,١) أن (1-)7 =| | 2.ايء للا - | | حيث 4 هي‎ 


مجموعة أضلاع kK,‏ 





0 


35 


.)١,7(لكش‎ 


نقولإن © رسم صفري 0م872 أأناه إذا كانت 4 =( ©) ۳ » ونستخدم 
الرمز ,8 للدلالة على الرسم الصفري الذي عدد رؤوسه 7. يسمى N,‏ الرسم 
التافه trivial graph‏ 

يسمى الرسم (FE)‏ 6 رسما منتظما من النوع 7 r-regular‏ إذا كان 
= 46800 لكل رأس ٤7‏ «. لاحظ أن الرسم التام ,× رسم منتظم من النوع 
۸-1 . في شكل(1.5) الرسم © رسم منتظم من النوع 2 والرسم 1 رسم غير 
ای ا وار ای ع يوسي ی بن قي - 








٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
لیکن 1< /ء نعرف |( لمكعب الفوقى ,© 56نا610م:25! بأنه رسم رؤوسه المتتاليات 
من الطول ۸ المأخوذة من المجموعة !10,1 بحيث تتجاور فيه متتاليتان إذا وفقط إذا 
اختلفتا في موضع واحد فقط. شكل )١.5(‏ يوضح الرسوم ,© و ,© و ,0. 


100 


4 دل 


.)١,5(لكش‎ 





)١,7(‏ الرسوم الجزئية 

يسمى الرسم SEE‏ 6 سما جزئیا مهاه مسن الرسم 
E)‏ 7( 6 إذا كان لي '7 و لح "رع و و يسمى رسماً جزئياً مولدا 
spanning subgraph‏ للرسم EEE gVF =F JENG‏ كان ١‏ 
في (£, 7) = © فإننا نعرف الرسم الجزئي «-€ بأنه الرسم الذي رؤوسه 
7-۷ وأضلاعه ٤‏ بدون الأضلاع التى ۷« طرف لما. إذا كان © ا 
(, 7) = 6 فإننا نعرف الرسم الجزئي 6-2 بأنه الرسم الذي رؤوسه 7 
وأضلاعه هي (16-. شكل(1,52١)‏ يوضح بعض الرسوم الجزئية للرسم ©. 





G+e‏ ا وأضلاعه 4 HU‏ ست عن 

لتكن لاح 3ع نر . نرمز للرسم الجزئي من 7 6( اكا دما ؟ 
)subgraph of G induced by S5)‏ بالرمز > $ > ابال [6]5 ونعرفه على 
أنه الرسم الذي مجموعة رؤوسه £ ومجموعة أضلاعه تتكون من أضلاع © التي 
۰ ا 0 أ م عع م ا 
ال 0 
أطراف الأضلاع التي في . 


)١,۳(‏ الرسوم المترابطة 
تسمى الختتالية المتناوبة م من الرؤوس والأضلاع ل سر 6و 1و" * * وو وو وول V€,‏ 
مرا طم من الرأس ا إلى الرأس ,۷ في الرسم E‏ 7 - 0 إذا كانت 
الرژرس ۷,۷,٠,‏ مختلفة وكان e, =۷ 6٤‏ لكل 70-1 > 1 > 1 ؛ 


11 
ونرمز للممر اختصارا بمتتالية الرؤوس ٠٠۷,‏ ر۷۷. نعرف طول الممر بأنه عدد 
أضلاعه. فى شكل(1١.١)(١)‏ 8 عر من © إلى 8 طوله واحد و 628 ثمر من 4ك 
اك حاار E‏ رد 
تسمى المتتالية المتناوية من الرؤوس والأضلاع كا كوي لوي قوب PS‏ رو تل عر 
3 دورة عاعلاه في الرسم نظ ]= 0 إذا كانتت الرؤوس و ورلا إلا 
مختلفة و ع ,بدح »© لكل 77-1 > 7ك 1 و 6٣۳‏ ىا - ,© ؛ ونرمز للدورة 


/ مقدمة في نظرية الرسومات 


اختصارا بمتتالية الرؤوس ,إارلا» ٠٠‏ ينلا . نعرف طول الدورة بأنه عدد أضلاعها. ٤‏ 
شكل(۱,١)(أ)‏ 054 دورة طولبا ثلاثة. نرمز بالرمز ,€ لدورة عدد رؤوسها 7. 

ليكن 4 < ۸ » نحصل على العجلة ,7 ۴1٥س‏ بإضافة رأس إلى الدورة © 
وجعله جاورا لجميع رؤوس الدورة. شكل(7.١)‏ يوضح العجلات >77 77 17. 

يقال إن الرأسين 1 مترابطان 4عاءء”«مء في الرسم ,E)‏ 7( = 6 إذا 
وجد مر من * إلى « أو إذا كان «-#2ء كمايقالإن الرسم (£, 7) = 06 
مترابط ام2,ع connected‏ إذا كان كل رأسين فيه مترابطين. 

لنعرف العلاقة التالية على رؤوس الرسم (, 7) = ©. الرأس » على 
علاقة مع الرأس « إذا كان و ١‏ مترابطين. 
مبرهنة (؟,١)‏ 

علاقة الترابط على رؤوس الرسم © هي علاقة تكافق. 
البرهان 

متروك كتمرين للقارئ. 

تسمى الرسوم امحدثة بفصول التكافؤ لبذه العلاقة المركبات المترابطة 
connected components‏ للرسم 6 › نسميھا E‏ المركبات. نلاحظ أن 
ال رسم جزني مترابط أعظمي maximal connected subgraph‏ وأن الرسم 
المترابط يحتوي على مركبة واحدة فقط. في شكل(1.١)‏ الرسم 6 رسم غير 
مترابط له ثلاث مركبات والرسم 77 غير مترابط له مركبتان في حين أن الرسم ۸ 


رسم مترابط. 


أسس نظرية الرسومات ۹ 





للرسم - © نعرف رسما نسميه متمم 1672684م011 6 وترمز له 
بالرمز ('2, 7) = 6 أو بالرمز “© بحيث يكون الرأسان متجاورين في © إذا 
وفقط إذا كانا غير متجاورين فى 6. إذا كان 7-| 7|ء فمن السهل ملاحظة أن 
E`)‏ لا , ” = ,£ وأن # - 0187 . شکل(۱,۷) یعطی مثالا على © و 6. 


| 





1 مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

لإثبات المبرهنة يكفي برهان أنه إذا كان ) غير مترابط فإن 2) مترابط. 
لنفرض أن © رسم غير مترابط مركباته پ,2,..., ۰٥0,٥‏ 2 <#. افرض أن 
X,Y»‏ رأسان في 67 » نريد إثبات وجود مر بينهما في ©0. ليكن ,0 ع نر , ,0 ء ¥. 
لدينا حالتان: ر 1 أو تر =1. إذا كانت ز 1۶ء فإن «× ليس ضلعاً في 6 
ومنه زد ضلع في 7 وعليه فإن 72« نمرمن × إلى ر في ©.إذا كان رو-غ2, 
فإنه يوجد ,6€ 2 حيث 7 4. بما أن 2,/2× ليسا ضلعين في 26 فإنهما 
ضلعان في ) ومنه رعلا محر من د إلى نز في 7). 0] 

نرمز للمسافة 01580266 بين الرأسين 1 Vg‏ في الرسم ]= بالف 
(,:)4 ونعرفها بأنها طول أقصر مر بين > و« إذا كان # و ۷ مرتبطين. كما 
نعرف © = (4):,2 إذا كان لا يوجد مر بين 1 و <. ونعرف 0 - (2)0,2 لكل 
راس 2 ق الرسيم .على سيل اال 2(=1 46 و 2-(0)6,40 في 
شكل 20011 

يكن (ت 17 6 سعساهة لظلبسا ولجسكن 617 سي 
max f d (u,v ):u eV ١‏ - ( ملاع الاختلاف المركزي 606611116167 لرام 1 
ويسمى [ 7ع ۷:( )01018 =( 6) ”7 نصف قطر 180105 الرسم ۰G‏ كما 
يسمى ¦ 7< (G) = max{e (v ):v‏ 4 قطر 013116165 الرسم ©. تسمى 
الجموعة |( 7)0-(2)0: ۲ع ۷ - (0) € مرکز 06067 الرسم .G‏ 


يسمى الرسم ,٤(‏ 7) = © رسما ثنائى التجزئة ام3,ع ]امهم 6 إذا أمكن 
تجزئة رؤوسه إلى جزئين منفصلين 1,7 كل منهما غير خال بحيث إذا كان 


أسس نظرية الرسومات ١١‏ 


£ فإن ×6 » و 6۲« أو العكس. عادة ما نرمز للرسم © بالرمز 
(, 7 )= © أو بالرمز (:, ۲لا ×) = 6. يسمى الرسم ثنائي التجزئة 
زو GET‏ 556 ثنائي التجزئة تامأ bipartite graph‏ eteاcomp‏ إذا كان 
xe ٤‏ لكل × ع« و۲٤‏ ر» كما نرمز له بالرمز ,ل حيث 7-|2] | 
و 7= | ۲|. شكل(۱,۸) يوضح بعض الرسوم ثنائية التجزئة التامة. 





يمكن إثبات أن الدورة الثلاثية 04ط ليست رسما ثنائي التجزئة بطريقة 
البرهان بالتناقض كما يلي : 

افرض أن الدورة الثلاثية »45 رسم ثنائي التجزئة. عليه الرؤوس مجزئة إلى 
جموعتين منفصلتين 1,7 كل منهما غير خالية. دون فقد للعمومية بالإمكان 
فرض أن × ع ».عليه ۲٤ط‏ لأن 085 ضلع. ومنه × ون لأن ac‏ ضلع. 
كذلك 1يء لأن عم ضلع وهذا يناقض فرضنا أن الدورة 6 رسم ثنائي 
مبرهنة )١,5(‏ 

إذا كان (8, ۲, ×) = © رسما ثنائي التجزئة» فإن 

| 8 | - 2 deg(e)= 2, deg) 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 
للا حظل 9 9 ضلع XY‏ يساهم بال ضط ٤‏ ()068 رم بواحدء ويساهم 
XEF‏ 


بالضبط في (:()068 ,2 يواحد أيضا. U‏ 


11 
E لکل‎ deg(x) = 7 الاحظ أن‎ e =(X,Y ,E) في الرسم‎ 
.| 7 = > deg(x ) = mn 2)١,5(ةنهربم‎ 


المبرهنة التالية تعطي تمييزا للرسوم ثنائية التجزئة. 
مبرهنة )١,5(‏ 

الرسم (/2, 7) = 6 رسم ثنائي التجزئة إذا وفقط إذا كان لا يحتوي على 
دورة طولها فردي. 
البرهان 

دون فقد للعمومية بالإمكان فرض أن ,٤(‏ 7) = © رسم مترابط. افرض أن 
الرسم =(V,E)=(X ,Y E)‏ 6 رسم ثنائي التجزئة و أن ۷ ۷ دورة 
فی ©. بالإمكان فرض أن ×> ,ا ؛ عليه ٤۲‏ رہ لأن ع ر«۷. كذلك 
اعد ا ۷ر۷ . بالاستمرار بالطريقة نفسها نجد أن × ح ا إذدا كان 7 
فرديا و ٤7‏ ,« إذا كان 7 زوجيا لكل 7# > 1> 1. عليه زوجي ومنه طول 
الدورة زوجي. عليه» 6 لا يحتوي على دورة طولما فردي. 

لإثبات الاتجاه الآخرء افرض أن © لا يحتوي على دورة طولما فردي. اختر 
رأسا « في © وعرف المجموعتين 4,8 كما يلي : 4 هي مجموعة الرؤوس التي 
المسافة بين أي منها و عدد فردي و 8 هي مجموعة الرؤوس التي المسافة بين أي 


أسس ل قال مات ۳ 


منها و « عدد زوجي. من السهل ملاحظة أن ¢ = 4)8 وأن 7= 8B‏ لا4.نرید 
إثبات أن 6 رسم ثنائي التجزئة. لإثبات ذلك يكفي أن نبرهن أنه لا يوجد رأسان 
متجاوران في 4 أو رأسان متجاوران في 8. افرض أن ر×, × رأسان في 4 
(البرهان مشابه لو كان رنا,,* رأسين في 8.). افرض أن 2 هو أقصر ثم رمن ۷ 
إلى × و ,2 هو أقصر ممر من ١‏ إلى ,× وليكن ۲ آخر رأس يتقاطع فيه ۴ و ,۲ 
(انظر شکل(۱,۹)). بما أن 2 هو أقصر ثمر من < إلى ,ا و ر۶ هو أقصر ثمر من ۷ 
إلى + * » فإن طول جزء الممر ٨‏ من 7 إلى # يساوي طول جزء الممر ٣‏ من ا 
إلى #. عليه طول جزء الممر 2 من ا إلى × وطول جزء الممر ,2 من *# إلى ر× 
كر مال جا Eas‏ × لا جاور ,ا لأن 6 لا يحتوى 
على دورات طولہا فردي. عليه (,4,8) = © رسم ثنائي التجزئة. 





.)١,5(لكش‎ 


)١,5(‏ تثيل الرسم بمصفوفة 
يعتبر تمثيل الرسم بمصفوفة إحدى الطرائق المشهورة للتعبير عن الرسم وذلك 
لغرض التعامل معه في برامج الحاسب الآلي. وهذه الطريقة ليست الطريقة 
الوحيدة لتمثيل الرسم في الحاسب الآلي فهناك ما يسمى بطريقة قائمة التجاور 
adjacency 1151‏ وطريقة القائمة (الموصولة) المترابطة 1156 1121©0. 


1 مقدمة قي نظرية الرسومات 


لیکن (25, 7) = © رسما يحيث ...ر ر۷ )= 7. نعرف مصفوفة 


التجاو ر adjacency matrix‏ ,.,[ ,]=4 للرسم © كما يلى : 


اج „vv,‏ 1 
= نه 


EE‏ ,لطر ل 
00 1 1 ) 
0 1 0 1 
=4 
1 0 1 1 
0 1 0 0 


¥ ح-‎ 0 V+ =p 7 <C, a = في‎ 


نلاحظ أن '4 =4 » حيث '4 هي منقول 158050056 المصفوفة 4. كما نلاحظ 


أن 24 = ( ,)8هل ومنه ,4ه < -]|2|2. 


17 „J SR 


تسمى التتالية المتناوبة من الرؤه وس والأضلاع ,, 1 W =v €5 ¥5825 ¥35" P15‏ 
مسارا 811 من O‏ ,ل في الرسم (2, 7) = 6 إذا كان 
ع =v,‏ به لكل 72-1 >> 1. كما نعرف طول المسار 7 ا 
7 أي 1- ”. ويقال إن المسار 77 مغلق إذا كان ,۷= ,۷. بسن اسان طا 
811 إذا كانت أضلاعه مختلفة. ويسمى الطريق المغلق دارة .CIrcult‏ 
مبرهنة )١,1(‏ 

إذا كانت N‏ = 4 مصفوفة التجاور للرسم ) الذي رؤوسه (,, 1 
وکات 0 = ”4 , فان 0 يساوي عدد المسارات المختلمة التي طولها 77 
من الرأس ,ل إلى الرأس ,۷. 


أسس نظرية الرسومات ه ١‏ 


البرهان 

نستخدم الاستقراء على . عندما 77-1 » لاحظ أن المسار ذا الطول 1 من 
الرأس ,« إلى الرأس ر« يعينه الضلع ,”7 » عليه يوجد مسار من الرأس ؛< إلى 
الرأس ,« طوله 1 إذا كان ,«, ,م متجاورين. ومنه عدد المسارات من الرأس ,لا 
إلى الرأس ,« التي طولما 1 يساوي ره. 

افرض أن المبرهنة صحيحة لكل الأعداد الصحيحة الموجبة التي أقل من 77. 
نريد إثبات صحة المبرهنة للعدد 77#. 

لاحظ أن أي مسار طوله 7# من الرأس ,ا إلى الرأس ١,‏ يتعين تماما بتعيين 
مسار طوله 77-1 من الرأس ,۷ إلى رأس ما ,۷ وتعيين ضلع طرفيه ۽۷ , ۷. من 
فرضية الاستقراء» عدد المسارات من الرأس ,« إلى الرأس لا التي طولہا 77-1 
يساوي ”©. عليه» عدد المسارات من الرأس ,« إلى الرأس ,« التي طولہا 77 
يساوي Saa,‏ والدي يساوي حسب تعريف ضرب المصفوفات 0 

1 

مبرهنة (۱,۷) 

لتكن [,ه] = 4 مصفوفة التجاور للرسم 6 الذي رؤوسه [,۷,۰..,۷,,) 
ولتكن [,8] = 8 هى المصفوفة المعرفة على النحو التالى : +٠٠.+4""‏ 42+ '4 - 8. 
عندئذ 6 رسم مترابط إذا وفقط إذا كان 0+ ,8 لكل رع« 7. 
البرهان 

رض ان | ]= "ل 5آ و 9 1ك ع عا ل 
ل "إي + ...+ + إه = رط. نعلم من مبرهنة(51,١)‏ أن 7“ يساوي عدد 


المسارات المختلفة التي طولما # من الرأس ,لا إلى الرأس ,رلا. ومن ثم فإن رط 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


يساوي عدد المسارات المختلفة من Vv‏ ل 7 التي طولها أصغر من أو يساوي 
ج 

اعرف الان أن 1( رسم مترابط. وليكن ) ey (G‏ ۷,۷ بحيث Vv, EV.‏ 
عنئذ يوجد مر من ١,‏ إلى ۷. بما أن =| 7| فإن طول أي تمر من ,۷ إلى ر۷ 
هو على الأكثر 1-:8. وبما أن كل مر هو مسار لذا فإنه يوجد على الأقل مسار 
واحد من ۷V,‏ ال ,۷. وعليه فان #0 0 

ولبرهان العكس» نفرض أن ±0 ,8 لكل ار 1 ولذا نجد على الأقل مسارا 
واحدا (ومن ثم على الأقل مرا واحدا) من ,لا إلى ,«. وعليه فإن © مترابط. 


)١,5(‏ التماثل في الرسوم 

نقول إن الرسم )7,,٨,(‏ = ,6 يساوي الرسم (:/,17) - ر6 ونكتب 
وك 8 ]إذا كدان GO OLO ELSE SF PF‏ 
مختلفان ونكتب ,46 ). 

تقول إن الرسم )7,,٤,(‏ = ,6 متماثيل 150110101160 مع الرسم 
( 8 [) - ,6 ونكتب ر6 = ,6 إذا وجد تقابل ر١‏ ج 7: /ر يحقفق 
الشرط : اع ۷ا إذا وفقط إذا كان رط ع (م) ك/ر(»#)/ر وحينئدٍ يسمى / تمائل 
رسوم isomorphism‏ raphع.‏ في الحقيقة» إذا كان الرسمان متماثلين فالفرق 
الواضح بينهما هو فقط في تسمية الرؤوس. إذا لم يوجد تماثئل بين الرسمين ,6 
و فنقول إنهما غير متمائلين ونكتب ر6 ± 6. 


أسس نظرية الرسومات ۷ 


على سبيل الخال في شكل(١١.١)‏ نجد أن 6 = ويك وذلك لوجود التقابل 
)K,,(+7 )©(‏ 7: ع الموضح في الجدول الموجود في شكل(١١.١)‏ والذي 
بحقق الشرط : 1۷ ضلع في ۸ إذا وفقط إذا كان (0)#()م ضلعاً في ©. 





` K 
.)١,١١(لكش‎ 


التتيجة التالية تفيدنا فقط فى إثبات أن الرسمين غير متماثلين: أما لإثبات 
التماثل فيجب إيجاد التقابل والتحقق من شرطه» مباشرة أو باستخدام مصفوفات 
التجاور» لجميع الأضلاع. 

كن الرعرة ماد أت ولک ]= 0 و ( غ 7] دين 
الرسمين الموضحين فی شکل(۱۱,١).‏ نلاحظ أن ,±6 ,6 لأن ,٤ء‏ ,£. كما 
نلاحظ أن ر6 = ,6 بوساطة التقابل ,7ج ,7: / الذي يحقق الشرط : 
e £‏ ممه إذا وفقط إذا كان ,ع ء (۷) /(1) وهذا ما يوضحه تساوی مصفوفتي 
التجاور (,6) 4 و (6) 4 واللتان كونتا بالترتيبين 4,8,©,4 لرؤوس الرسم 


ll لرۇوس الرسم‎ C,d ,a,b 0 (r 











۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


O0 1 0 1 0 1 0 1 
46)-= 1 0 1 م ا"‎ 1 0 1 1 
0 1 0 0 “ |0 1 0 Û 
1 1 0 0 1 1 0 0 


على الرغم من عدم تساوي الرسمين ,© و ر6 نلاحظ أن لما خواص 
كثيرة مشتركة بسبب قاثلهما. من السهل برهان أن علاقة تماثل الرسوم هي علاقة 
تكافؤ على المجموعة المكونة من جميع الرسوم (انظر تمرين9١).‏ كل خاصة 
مشتركة لجميع عناصر فصل تكافؤ تسمى لامتغير تماثل 1257311811 1501110101115121. 
النتيجة التالية تعطينا بعض لامتغيرات التماثل كما يمكن استخدام هذه النتيجة 
لاكتشاف عدم تماثل رسمين. 
نتيجة )١,۲(‏ 

إذا كان غ )= ,© و ( عر )= ,© رسمين متمائلين فان : 
= 7او 

- إذا وجدق الرسم ,6 ممر(دورة) من طول معين» فإنه يوجد في 
الرسم ر6 مر (دورة) من الطول نفسه. 

-٣‏ عدد الدورات في الرسم ,6 من طول معين» يساوي عدد الدورات في 
الرسم ,© من الطول نفسه. 

5-2 تاتيقان الب 1 هي درجات رؤوس الرسم ,6 › فإنها هي 
كذلك درجات رؤوس الرسم ر6. 
البرهان 


البرهان نتيجة مباشرة من تعريف التماثل. ل] 


1 





9 
و 
ع 








راك رلا 


أسس نظرية الرسومات ١6‏ 


على سبيل المثال ٭ ± 27 في شكل١١١.١)‏ لأن الرسم 787 يحتوي على مثلث 
(أي دورة طولبا ثلاثة) بينما الرسم × لا يحتوي على أي مثلث. 

نلاحظ أن لامتغيرات التمائل لفصل تكافؤ رسم معطى 6 تكون ممتقلة ناما 
فك أشماء رووس )د وغالبا ما نسمي 6 رسما مُعلْماً 1206164 عندما نهتم 
رس يه ييا غير معلم 01306160نا عندما لا نهتم بأسماء 
رؤوسه ونعتبره نمثلا لفصل تکافئه. 

يوضح شكل(1,11) كل الرسوم المعلمة ذات الثلاثة رؤوس : ۽ ٣1‏ ,..., 17,, 27 . 
لاحظ أن فصول التكافوؤ في هذا الشكل هي : 

لانم ات نابل ال الى EA‏ 


4 ر‎ 
ê" Ne 
0 م و هلسر‎ C وك سبرو)‎ # 
47 52 
2 j 7 1 
0 ر‎ 0 0 
0 Oe 7 Je 1) 1 | لتر‎ 
17 j 
N r 0% ا‎ 
H. H 
.)١١ 3 


لاحظ أن إيجاد عدد الرسوم المختلفة المعلمة التى عدد رؤوسها 7 سهل كما 


في تمرين۷ في نهاية هذا الفصل» في حين أن إيجاد عدد الرسوم المختلفة غير المعلمة 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


وغير المتماثلة التي عدد رؤوسها 7 يحتاج في الحالة العامة إلى نظرية بوليا في العد 
ويمكن الرجوع إلى كتب نظرية التركيبات بشأن ذلك. 


)١,۷(‏ العمليات على الرسوم 
توجد عدة طرائق لإنشاء رسوم جديدة من رسوم معطاة. وتفيد هذه الطرائق 
في توصيف بنية رسم ما بدلالة رسوم أبسط » كما تساعد في التعبير عن الرسوم 
ون 
إذا كان ي©, © رسمين بحيث 4 = (ي7)06١7)©6(01‏ فإن +G, » © UG,‏ © 
و ر6× 6 ترمز إلى اتحاد «0نص ,6 و ,0 ء» مضموم وز ,6 و ر6» حاصل 
ضرب 001006 أو جداء ,6 و ر6 على الترتيب. وهذه رسوم معرفة كما يلي : 
V (G, UG,)=7 (G, JUV (G, ) (Î)‏ 
E(G, UG,)=E(G, JUE(G,)‏ 
وإذا كان 6= ,6= 6 فان 26 تدل على ,6لا,6. 
)ب( (G,)‏ لا( +G,)=7 (G,‏ 6) 7 
E(G,+G,)= E(G JUE(G,)U 4‏ 
حيث ((062) 7 ٤7 )6,(,y‏ + : بود - 4 . 
)ج( (ي©) V(G, xG,)=V (G,)x7‏ 
ويكون الرأسان (رر,ر×) ,(,/.×) متجاورين في الرسم ر6× 6 إذا وفقط 


AB اك‎ )0 RR نوي فدك وان ينوك‎ E GIS 


أسس نظرية الرسومات ٢١‏ 


لیک Ey‏ 6) € ينانا = ©. الرمز 6٠٤‏ يدل على الرسم 
الناتح عن تقليص 6001:2607 الضلع © ونحصل عليه كما يلى : حذف الضلع 
© والرأسين ر ر راشا راسا جانا ب و جحل ,ل جاور ل ومن 8 
المجاورة للرأس × أو للرأس ر×. ويلاحظ أنه يمكن أن ينتج عن عملية التقليص 
أضلاع مكررة أو عرى ؛ وعند التعامل مع التقليص يحذف التكرار أو العرى 
عندما لا يؤثر ذلك على ما يدرس. شكل(7١,1١)‏ يوضح الرسمين 6,8 
والرسوم ¢ +H ,G xH ,G‏ ©, 87لا .G‏ 





.)١,١7؟١(لكش‎ 


(١ ,۸(‏ متتاليات الدرجات وجموعات الدرجات 
تعين درجات الرؤه وس في رسم 6 الات م اعدد الصحيحة غير 
السالبة تسمى متتاليات درجات 56010167065 06876 للرسم Re‏ تكون 
المتتالية غير المتزايدة (3,3,2,2,2,0) = 5 متتالية درجات © حيث © معطى في 


11 


7 مقدمة في نظرية الرسومات 





.)١,۱۳(لکش‎ 


كذلك تعن درجات الر زوس مجموعة تسمى مجموعة درجات )56 ععإعمل 
للرسم ©. وتكون (10,2,3- 2 مجموعة درجات الرسم المعطى في 
شکل(۱,۱۳). ونلاحظ أن (2,2,2,1,1) تكون متتالية درجات ,2 كما تكون 
متتالية درجات ,۸دا ر۸ كما هو مبين في شكل (1.15). 


ج0 ممممه 


و كا نار ءا 


ES 


لتكن ( ,4.--...4,,4) = 5 متتالية درجات الرسم ©). بناء على مبرهئة )١,١(‏ 
فإن ,2,4 عدد زوجي. ويمكن طرح السؤال التالي : إذا كانت ( )4,,4.٠٠-,4,‏ - ؟ 
j =1‏ _ 1 


اة غير م اة فن الا غاد العصسحة غير السالة ميف إن .2 < هندة 


زوجي فهل يوجد رسم 6 بحيث تكون 5 متتالية درجات 6؟ المبرهنة التالية 
تجيب عن هذا السؤال بنعم عندما نسمح بوجود العرى والأضلاع المكررة. 
مبرهنة (۱,۸) 

متتالية الأعداد الصحيحة غير السالبة ,4< <٠.١0‏ ره < ,4 تكون متتالية درجات 


لرسم مضاعف إذا وفقط إذا كان ,374 زوجيا. 


:-1 


أسس نظرية الرسومات a‏ 


البرهان 
إدا كانت أ جح .اج d 2d‏ متتالة درجات لرسم فان 3 روجی وفق 
1-1 1 


مبرهتة (1,١).افرطن‏ الآن أن _ 2< .< ,2# # متالية أعذاذ صحيحة غير 


با اغلااد hyd, ,d,‏ زو لک كيده الأعداد الفرديةهى 
٠٠-4.‏ ,4, ,. ننشئ رسما مضاعفا © يحقق المطلوب كما يلى : نبدأ بإنشاء 
الرؤوس المردية ر ۰۰,۷ ,ر ۷۷ حيث ( 0) ٤‏ © رر م ۷ے 7 لآو ۷۷ ثم 
نضيف عرى عند الرؤوس پر ۷,۷,۰۷ بحيث تكون - .degv,‏ واصح أنه 

نلاحظ أن الإثبات الإنشائي لبرهنة (1,8) استخدم العرى ولم يستخدم 
الأضلاع المكررة» ونلاحظ أنه لا يوجد رسم بلا عرى ومتتالية درجاته 
الرسوم البسيطة» ونترك للتمارين مسألة تمييز متتاليات درجات الرسوم التي لا 
تحمتوي على عرى. 

تسمى متتالية من الأعداد الصحيحة غير السالبة ( 4.٠.4,‏ 4ه) = 5 اة 
رسمية sequence‏ 1103[1م8]3 إذا وجد رسم بسيط © بحيث تكون ك متتالية 
مجموعة رسمية اء 813011631 إذا وجد رسم بسيط 7 بحيث تكون ( مجموعة 


درجات 7. ويسمى © سيدا 1631122808 ل 5 كما يسمى 7 تجسيدا ل (7/. 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


تزودنا المبرهنة التالية بشرط لازم وكافيٍ حتى تكون متتالية 5 متتالية رسمية» 
كبا تعطينا مها خوارزمية لعبسيد د خنذما تكوذة د رسية. 
مبرهنة )١,5(‏ 
كن ( رعس قر 822 مقالبة قير مع اة م الأغنذاد اض غير 
الاد 217252293 فتك ف متتالبة ورسفية اذا تقط كانت 
[ ,“رر ي 1,4 - ب 1,٠»,‏ - .1,4 - ر4) = رى متتالية رسمية. 
البرهان 
نفرض أولا أن ,5 متتالية رسمية. إذن يوجد تجسيد 6 ل ,5 ؛ وتوجد عنونة 
,2,۷,7 ۷ لرؤوس ,0 بحيث 
<i e‏ 2 [1- 
d +2<i > 7‏ 47 
رض على کد ال . بعد إضافة رأس وأضلاع إلى 6 كما ولى : 
(G)=V CU‏ 7 
E (G)=E )2 )JU{vv, : 2 si sd, +1}‏ 


وعليه فإن 5 متتالية رسمية. 

فرش الآن آن. د ماله رسد إذن توعد دات 5ء و ار سن ها 
الرسم 6 بحيث ,۷رر ۷ر =(6) 7 ,4ح ,دوع لكل ”> ك1 
ومجموع درجات الرؤوس الجاورة ل ٠,‏ أكبر ما يمكن. ندعي أن ١,‏ جاور لرؤوس 
درجاتها : ,.4.:٠...4,,ر4.‏ وللحصول على تناقض» نفرض أن درجات 
الرؤوس انجاورة إل ,لا غير ذلك.إذن يوجد )> زر بحيث 


ع 061 = >d,‏ 17 ر 06817 ١‏ ,۷ جاور ل ني غير مجاور ل ل. يما أن 


55 نظرية الرسومات د ۲ 


degv , > degv,‏ فإنه يوجد رأس ۽ ۷ بحيث يكون 000 ۷ وغير جاور 
ل ,«م. الآنء لي ا ' 7 من 6 كما يلى : 
ضع (0) '1-('0) 21 وضع 

E 0 = (E (G)\{v VA UVP; n} 

كما هو موضح في شكل(١٠,١).‏ نلاحظ أن '6 تجسيد ل 5 ولكن مجموع 
درجات الرؤوس المجاورة ل ,۷« في '6 أكبرمن ¿ الجموع المقابل في ©. وهذا 
يناقصُ اختيارنا ل 6 . إذن ,۷ مجاورفي 6 لرؤوس درجاتها: 
بيار ٠٠٠*ر‏ وري 4.إذن ,6-۷ جسيد ل ,5 » وعليه فان ,5 متتالية رسمية. ل 





.)١1,١ شكل(5‎ 


55 E 0-85 بكو میس ا ا‎ 6-0 E) 
”]-1[ 





؛ كما أنه إذا وجد رأس × بحيث 0= «وعل فإنه لا يوجد 
رأس ر بحيث 1-| 7| = . وعليه يمكن الاستفادة من هذه 
الملاحظة البسيطة في الحكم على بعض المتتاليات بأنها غير رسمية. 

مال "37م 





()انيك 0 معالبة فو رسمة. 
(ى) اف :أن 4.33,2:2:1(7) خم ال رسا .وحن دالا 


م مقدمة في نظرية الرسومات 


الحل 
نطبق مبرهنة )١.4(‏ ونستخدم الرمز /5 للدلالة على المتتالية النائجة من المتتالية 
_,دء كما نستخدم الرمز ,5 للدلالة على المتتالية غير المتزايدة الناتجة من إعادة 
ترتيب حدود /ى كلما لزم ذلك. 
)1( 
(6,6,5,4,3,3,1) = $ 
8= (0 ,3,2,2 5,4) = 1 
وى = (1-,3,2,1,1) = وى 
ادن 3 غير رسمه ؛ وعليه 5 غير رسمية. 
E)‏ 
(4,4,3,2,2,1) = وى 
aS E CONN‏ 
1ن > 8 
(1,1,0,0) = رك 
بآ (0,0,0)- :5 
ولا كانت ,8 محالية رسهية فان © رسهية ايضاء: و حصا على سيد )ل 8 
بعد إجاد EEE E E‏ ل ال ا الترتيب ؛ كما هو موصح ٤‏ 


0000 





وتجدر الإشارة إلى أنه كان بالإمكان التوقف عند رى لو لاحظنا أن رك متتالية 
رسمية» كما أن التجسيد 6 غير وحيد. ومن ناحية ثانية» فإن القارئ يستطيع 
سهولة لسن ل 1ل OID EIST UD E‏ 
وأنه يمكن إنشاء ,ب ر۶٨‏ باستخدام الخوارزمية السابقة ولكنه لا يمكن إنشاء ,2۲ 
بواسطة تلك الخوارزمية. 

تعين المبرهنة التالية المجموعات الرسمية التى عناصرها أعداد موجبة» كما 
طا طريقة اه سيدناك للك اكم غات عليه فان مسال ابا 
ارات ار ی ع ا رچ كل ی ا تسازى مدا 
مبرهنة )١,١١١‏ 

لكل مجموعة من الأعداد الصحيحة الموجبة [ ,4,,٠٠»:,©,‏ ]= (/ بحيث 
,>-> ,> ,© و 1 < 7 » فإنه يوجد نجسيد 6 ل 2 بحيث 1+ ,4 - ( 6) 7 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على 7. إذا كانت 7-1 فإن الرسم التام ر ۸ 
بحفق المطلوبء وإذا كانت 2= ١‏ فإن الرسم ب +K‏ , - 6 يحقق 
المطلوب. 

الآن» نفرض أن 2> m‏ وأنه لكل مجموعة من الأعداد الصحيحة الموجبة 








١,8, (‏ ٠روقضررق‏ ا کٹ >> 8 الو 7 > 27 1 ډو جد سد عدد رؤوسه 
يساوى 4+1 لمتكم زب ,4 ** {ad‏ = 9 جموعة من الأعداد الصحيحة 
الموجبة بحيث ,, ,© > >٠٠“‏ ره > ». نلاحظ أن مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 


| 000000 يل ممه ب 5 ا 
Q |‏ ~*~ ,4 - ر قق ,4 - م4 > ۰0> ,4 - په > ه- ره » وبالاستناد 


0 ل 


۲۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


ال قر ال س راء د انه و جا لله الجموعنة سد 7 حيبت 


1+ ے- ,> -|(2) 7|. الآنء إن الرسم ( ے۸ل 81 )+ ,۸= © تجسيد ل 


عارین 
١‏ - كم عدد أضلاع رسم مجموع درجات رؤوسه 48 ؟ 
؟- كم عدد أضلاع رسم منتظم من النوع 2 عدد رؤوسه 14 ؟ 
۳- رسم عدد أضلاعه ٠١‏ .» ما أقل عدد ممكن لرؤوسه؟ 
- هل يوجد رسم درجات رؤوسه 3,2,2,2,2 ؟ 
6- هل علاقة التجاور بين الرؤوس في الرسوم متعدية ؟ 
7- أعط مثالا لرسم مترابط لا يحتوي على دورات وعدد رؤوسه أربعة. 
SY‏ ل 
(أ) جد عدد الرسوه المختلفة التي مجموعة رؤوس كل منها هي “ا وعدد 


, 771 
اضلاعها 77 حيث < mM‏ > 0 . 


(ب) جد عدد الرسوم المختلفة التي مجموعة رؤوس كل منها هي 7. 
(ج) كم عدد الرسوم الجزئية للرسم ,۸ عندما يعلم؟ 
4- إذا 2 < (6)6 فأثبت أن 6 يحتوي على دورة. 
4- إذا 6<( )6 فأثبت أن © يحتوي على تمر طوله على الأقل /. 
-٠١‏ إذا 2 < #<(6)6 فأثبت أن © يحتوي على دورة طولما على الأقل 
kK +[‏ 


اسن نظرية الرسومات م 


-0١‏ أعط مثالا لرسم له خمسة رؤوس ومركبتان. 

5- أعط مثالا لرسم بخمسة رؤوس درجة كل منها اثنان. 

/ أثبت أن عدد أضلاع الرسم المنتظم من النوع ” الذي عدد رؤوسه‎ -١ 
پساوی س.‎ 
يساوي ر‎ 

0 كم عدد أضلاع‎ - ٤ 

6- لیکن (8, 7) = © رسما بحيث | 7 و س <| 8 |. أثبت أن e‏ 


لا يكن أن يكون ثنائى التجزئة. 

75- إذا كان © رسما لا يحتوي على دورات طولبا فردي فاستخدم 
الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع لإثبات أن © رسم ثنائي التجزئة. 

۷- ما هو أقل عدد من الأضلاع التي يجب حذفها من ,5 ليصبح غير 
مترابط ؟ 

۸- أثبت أنه إذا وجد مسار بين رأسين في رسم فإنه يوجد بينهما ممر. 

4- أثبت أن علاقة تماثل الرسوم هي علاقة تكافؤ على المجموعة المكونة من 
چ 

"- يسمى الرسم 6 رسما متمما لنفسه self-complement‏ إذا کان 
6= 6: أعط مثالا لرسم متمم لنفسه غدد رؤوسه أربعة وآخر عدد رؤوسة 

E EET e‏ رديه » فأثبت أنه إما 


.77 > 152004 وإما‎ 7 = Omod4 


س مقدمة في نظرية الرسومات 


5- ليكن © رسما عدد رؤوسه ستة. أثبت أنه إما © وإما © يحوى مثلثا. 
لإرشاد: اختر رأسا (6) ٤7‏ « ثم أثبت أنه إما في © وإمافي 6 « يجاور 
على الأقل ثلاثة رؤوس. ] 

- أعط مثالا يوضح أن النتيجة في تمرين ۲۲ ليست صحيحة عندما يكون 
عدد الرؤوس خمسه. 

1- أثبت أنه إذا وجد في رسم رأسان فقط درجة كل منهما عدد فردي 
فإنهما ينتميان إلى المركبة نمسها. 

ا اليك أن FO‏ 

75- أثبت أن ,© رسم منتظم من النوع ۸. 

اباب اقبي أن OER‏ 

4- أثبت أن ,© رسم ثنائي التجزئة. 

8- اتيت ان E‏ رمك ون لكل RE‏ 


> 
حسم 


اك اقيق أن COR EF‏ 

-١‏ ماهو أقل عدد من الأضلاع التي يجب حذفها من ,7 لنحصل على 
رسم ثنائي التجزئة؟ 

۲-لتکن (11,2,...,6- ×. نعرف الرسم .7 بأنه رسم رؤوسه ( ×) م 
(مجموعة امجموعات الحزئية من ×). لآي مجموعتين ( ×) ء 4,8 يكون 48 
ضلعاً في ,7 إذا وفقط إذا كان 8ح 4 و 1+| 4 | - | 2 |. أثبت أن ,20 ,1. 


- () جد مصفوفة التجاور للرسم 77 المعطى في شكل(: .)١١‏ 


أسس نظرية الرسومات ۳١‏ 


(ب) جد عدد المسارات التي طولها 4 من الرأس © إلى الرأس 5 في الرسم 
المعطى في شكل(5 .)١,١‏ 


5- ارسم الرسم الذي مصهوفة التجاور له هي : 


ب حم ةل نم 
سا ا نے شم انل 
بغ انم ي نم 
س انلخ شم ا يي 


- في آي رسم عدد رؤوسه على الأقل 2-2 أثبت أنه يوجد على الأقل 
راا رجاهم اروا 


-٦‏ في شکل(٤۱.۱)‏ هل ۸۶ = ۶ ؟ علل إجابتك. 
/الا- في شكل(1,15) هل ,6 = ,6؟ علل إجابتك. 
۸- في شکل(٤۱.۱)‏ هل ,77 = ,77 ؟ علل إجابتك. 
۹- في شكل(1 1,1) هل ر = ,۸ ؟ علل إجابتك. 





۳ مقدمة في نظرية الرسومات 


۰ - كل عاثل من الرسم © إلى نفسه يسمى غاثلا ذاتتا automorphism‏ 
للرسم 6. لکن (2) 0 مجموعة التماثلات الذاتية للرسم ©). 

() أثبت أن )6(,٥(‏ 411) زمرة» حيث ٠‏ هى عملية تحصيل الدوال. 
تسمى هذه الزمرة زمرة التماثلات الذاتية the automorphism group‏ 
للرسم ©). 
(ب) إذا ا كان (£, 7) = ۰G‏ ...رر ۷ر۷ = [فأِت أن 
( 6) 411 زمرة جزئية من زمرة التاظر .,؟.. 
(ج) أثبت أن Aut (G ( = Aut (G)‏ . 
(د) جد زمرة العياتالكت الذاتية للرسم رر ۸ وللرسم و ولكل رسم 
(ه) جد At (K,,) Aut (C,) «Aut (P,) « Aut (K,)‏ « 


.7 ۶5 حيث‎ 1 (K,.) 


وري ر A‏ 


.)١,١5(لكش‎ 


-١‏ فيما يلي» عيّن المتتاليات الرسمية وجد تجسيدا لكل منها. 
() (5,5,3,2,2,2( 
(ب) (7,6,6,5,4,3,2,1) 
(ج) (7,7,6,5,4,4,3,2) 


اس ا ا ال اف س 


(د) (7,6,5,5,4,3,2,2,2( 
a)‏ 44321 
؟4- فيما يلي » أثبت بطريقتين أن المتتالية غير رسمية. 
() (7,6,5,4,3,3,2) 
(ب) (6,6,5,4,3,3,1) 
(ج) (5,2,2,2,1,0) 
۳ - استخدم الاستقراء الرياضي على 7 لإثبات مبرهنة .)١,8(‏ 
8 لتقن ارهد ون م ادي بعالجة هه غ ا ت 


0< ,4 < ۰۰< ,4 < ,4. أثبت أنه يوجد رسم بلا عرى (قد يحتوي على أضلاع 


مكررة) متتالية درجاته : إذا وفقط إذا كان Sd,‏ عدا eT‏ 
1 
و Sd +d +“+d‏ 4. 
-٥‏ إذا كانت (,4,٠٠٠,ر4,,4)‏ = 5 متتالية من الأعداد الصحيحة الموجبة 
ع ,2228م الكل 7 فاليت ان دمالا غير رسي 
5- فيما يلي» أثبت أن المتتالية رسمية وجد جميع التجسيدات غير المتماثلة 
لكل منها. 
() (3,3,2,2,2( 
(ب) (7,6,5,5,4,3,2,2,2) 
(ج) (2,1 ,4,4,3 ,7,6,5( 
(د) (2,2,1,1,1,1( 


ممم مسر 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


۷- أثبت أن المتثالية ( ٠“,‏ ,ك 2) = 8 تكون متتالية رسمية إذا وفقط إذا 
كانت التتالية المتممة لما (1- -d,‏ #,:..,1- ر -d‏ 1 ,1- 4- م) - م - °$ 
متتالية رسمية. 

۸- هل يوجد رسم ثنائي التجزئة بحيث تكون المتتالية (5,3,3,3,3,1,1 ,6 ,8 ,9) 
متتالية درجات له؟ 

۹ - هل يوجد رسم ثنائي التجزئة بحيث تكون المتتاليية (6,5,3,3,3,3,3 ,6 ,6 ,6,6 ,6) 
متتالية درجات له؟ 

- فيما يلى» جد تجسيدا لمجموعة الدرجات المعطاة. 

D =14,3,2,1} )( 


D =)3,4,5,7[ (ب)‎ 


(فمن ران 


الأشجار 
TREES‏ 
)٠,١(‏ تعاريف ونتائج أساسية 

ت الاكيجار انحد أصناف الرسومات التى تستخدم في التطبيقات على نطاق 
واسع» وعلى وجه الخصوص في التطبيقات المرتبطة بالحاسب الآلي كترتيب 
وتصنيف القوائم. كما تظهر فى بعض مسائل الأمثلية 06121128610 كالفرز 
8 . يسمى الرسم ,E)‏ 7)- 7 شجرة )re٤‏ إذا كان اا و للا يحتوى على 
دورات. كما يسمى الرسم (ل, 7)- ٣‏ غابة 0756 إذا كان لا يحتوي على 
دورات. أي أن الغابة رسم مركباته أشجار. شكل(1١١)‏ يحتوي على كل الأشجار 
غاا التي عدد رؤوسها أقل من أو يساوي 5 





۳٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


توضح مبرهنة (۲,۲) التي تعتبر من أهم مبرهنات الأشجارء أن عدد أضلاع 
الشجرة = عدد رؤوسها -1. لإثباتها سنحتاج إلى المبرهنة التالية. 
مبرهنة )51,١(‏ 

الشجرة التي عدد رؤوسها 2 يوجد فيها على الأقل رأسان درجة كل 
منهما تساوي 1. 
البرهان 

افرض أن 7 شجرة وأن ‏ «,...ى و «اورما- م ثمر ذو طول أعظم في 7. بما أن 
2< فإن 2 <« لأن 7 تحتوي على ضلع. إذا كان يلا ضلعاً في 7 لأي 
> ۸ > 3 فإن 7 نحتوي على الدورة ,لاو ,.... و ۷.۷ وهذا يناقض كون 7 
شجرة. عليه ,۷۷ ليس ضاعا في اانه × ليس ضلعاً في 7 لأى 
()17 26 لأن م نهر ذو طول أعظم في 7. عليه 1 -(068)0 . وبالمثل 
.deg(v, (- [1‏ 
مبرهنة ١؟7,؟)‏ 

الشجرة التي عدد رؤوسها 7 عدد أضلاعها 7-1. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء على عدد الرؤوس. إذا كان 1= ”> فإن الشجرة هي 
الرسم التام ,£ والمبرهنة صحيحة في هذه الحالة. افرض أن المبرهنة صحيحة لأي 
شجرة عدد رؤوسها 2 < ۸. لتكن 7 شجرة عدد رؤوسها 1+ ۸. من مبرهنة 
(» تحتوي 7 على رأس « بحيث 1= (06807 . ليكن © هو الضلع الذي 
أحد طرفيه «. لاحظ أن الرسم 7-1 مترابط لأن'7 رسم مترابط و1 - (068)0 . 


الأشجار ۳۷ 


ولا يحتوي 7-1 على دورات لان 7 لا يحتوى على دورات ؛ عليه 7-۷ 
شجرة عدد رؤسها #. من فرضية الاستقراء, عدد أضلاع ول يساوي 
1- ۸. عليه عدد أضلاع 7 يساوي .k‏ 
نتيجة (١,؟)‏ 

إذا كانت (£, 7) = ٣‏ غابة عدد رؤوسها ” » فإن عدد أضلاعها ۾ -7 
حيث ۸ عدد مركباتها. 
البرهان 

لتكن >8 >1 ,(2, 0 - ,1 هي مرکبات /. لكل 155۸ء :1 شجرة 
لأن ,7 رسم مترابط ولا يحتوي على دورات. من مبرهنة (۲,۲)» 1- | ,17| ,لكا 
لكل 2 > 7 > 1. عليه 


ETO لاح‎ 





N =) 7 )|-1(+)) /‏ ول | + | اعت £ 


|-k=n-k‏ زب 


(۲,۲) تمييزات الأشجار 
تقدم المبرهنات التالية عبارات مكافئة لتعريف الشجرة. كما تهدف إلى فهم 
أعمق لتركيب وخواص الأشجار. 
مبرهنة (۲,۳) 
الرسم (£, 17) = 6 شجرة إذا وفقط إذا كان يوجد بين كل رأسين في 6 نهر وحيد. 
البرهان 
افرض أن (, 7) = 6 شجرة. عليه يوجد بين أي رأسين نمر لأن © رسم 


عكر اح !ذاو جلا نی ران 3 و ول هر أن فال ادو ناي ند كر 


“بيب 


۳۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


LS SNS GS DOST gS‏ فليكن 1[ i+‏ امغر دلا ع 
دل ۶ × » وليكن از أصغر دليل بحيث 1< تر و 6۲ رل .لیکن ,×= برل 
عليه oo,‏ قووة وعذا يناقض الفرض. ان 0 
شجرة. لإثبات الاتجاه الآخر افرض أنه بين أي رأسين في الرسم (£, 7) - 06 
يوجد نمر وحيد. عليه 6 مترابط. إذا كان 6 يحتوي على دورة 31,رررنة3,..., 1,32 › 
فانه پو جد ممران من × إلى * هما ...رلاد والممر ,×× وهذا يناقفقضص 
فرضنا أنه يوجد مر وحيد بين أي رأسين. عليه 6 لا يحتوي على دورات. ومنه 
6 شجرة. ل] 

في الحقيقة ؛ الشجرة هي أصغر رسم مترابط من حيث عدد الأضلاعء بمعنى 
أن حذف أي ضلع منها يعطي رسما غير مترابط » وهذا ما توضحه مبرهنة (5.؟). 
يسمى الضلع © جسراً 661086 في الرسم (/, 7) = »G‏ إذا كان عدد مركبات 
€= اكير سه عدد مركيات 2). 
مبرهنة ٤(‏ ,۲) 

الضلع 1۷ جسر في الرسم (, 7) = © إذا وفقط إذا كان 7 ليس محتوى 
في دورة. 
البرهان 

نستخدم طريقة البرهان بالمكافئ العكسي. 

افرض أن الضلع ۷ محتوى في دورة ار ۷ر ...وو × ×,1. عليه 5 
رأسين مرتبطين بممر 8 يحتوي على الضلع ”8 في الرسم 6 هما مرتبطان بممر 
ينتج من ۶ بعد تبديل الممر 207 بالممر ري ..... و لر ×,1. ومنه عدد مركبات 


6 يساوي عدد مركبات 17 - © . أي أن الضلع ”2 ليس جسرا. 


الأشجار ۳۹ 


افرض أن الضلع ”1 ليس جسرا. عليه» الرأسان «, موجودان في المركبة 
نفسها في الرسم 100- 6. ومنه يوجد تمر 7 في الرسم 0- © من الرأس » إلى 
لر «. عليه» 7 ممر ف الرسم هم الاش تال اروام .أي أن 
uv‏ ل ضر دورة في الرسم 6 نحتوي على الضلع ۷ 
مبرهنة (۲,۵) 

إذا كان € رسما مترابطاء فإن © شجرة إذا وفقط إذا كان كل ضلع في 6 
8 
لبرهان 

بماأن © مترابطء فيكفي لإثبات المطلوب إثبات أن 6 لا يحتوي على 
دورات إذا وفقط إذا كان كل ضلع في © جسرا. من الواضح أن الرسم 6 لا 
يحتوي على دورات إذا وفقط إذا كان كل ضلع © في © ليس محتوى في دورة. 
من مبرهنة )۲,٤(‏ ينتج أن الرسم © لا يحتوي على دورات إذا وفقط إذا كان كل 
ضلع في © جسرا. 
مبرهنة (5,1؟) 

اذا كاش 17د 0 رسا غاد رؤوسه ود كان € اا قط د 
G‏ رسما لا يحتوي على دورات وعدد أضلاعه 1-//. 
البرهان 

إذا كان 6 شجرة عدد رؤوسها 7#. فمن تعريف الشجرة 6 رسم لا يحتوي 
على دورات ومن مبرهنة (۲,۲) عدد أضلاع 6 يساوي 7-1. 


3 مقدمة في نظرية الرسومات 


لإثبات الانجاه الآخرء افرض أن 6 رسم لا يحتوي على دورات عدد رؤوسه 
وعدد أضلاعه 7-1. عليه © غابة. يكفى لإثبات أن © شجرة إثبات أن ٥‏ 
رسم مترابط. من نتيجة (2)7.1» © له مركبة واحدة» أي أنه مترابط. [] 

تمي الشجرة ('2, 17د 7 شجرة مولدة 11566 50300105 للرسم 
(£, )= 6 إذا كان تح E‏ ان ام تسعر ة وسا م هى شجرة مولدة 
للرسم © إذا كانت رسما جزئيا من 6. 
مبرهنة (۲,۷) 

الرسم ,٤(‏ 7) = 6 مترابط إذا وفقط إذا كان يوجد له شجرة مولدة. 
البرهان 

لنفرض أنه توجد شجرة مولدة 7 للرسم ©. بما أن 7 رسم مترابط فإن 6 
رسم مترابط. 

الآن نفرض أن © رسم مترابط. نستخدء الاستقراء الرياضي على عدد 
الأضلاع 7 لإثبات ما يلى: لكل عدد صحيح 0 < 7 فإن كل رسم مترابط عدد 
أضلاعه 1 يوجد له شجرة مولدة. إذا كان 0 -” فإن عدد الأضلاع صفر 
وعليه» فإن المطلوب صحيح. الآن نفرض أن كل رسم مترابط عدد أضلاعه م 
يوجد له شجرة مولدة حيث 0 < # عدد صحيح. ليكن (( H - )7 (FH ),E (H‏ 
رسما مترابطا يحيث 1+ ۴=( 8) 5. إذا كان 8 لا يحتوى على دورات فإن 
8 شجرة مولدة للرسم 8. إذن» لنفرض أن 87 يحتوي على دورات. ليكن 
و كلما عفري ل إحدى هده الدورات اا ٭ ليس تسا ل 7# رفا قاذ 
#- 7 رسم مترابط عدد أضلاعه 6. بالاستناد إلى فرض الاستقراء نجد أنه 


الأشجار 3 


توجد شجرة 1 مولدة للرسم -٠‏ . واضح أن أي شجرة مولدة للرسم 
#- 17 هي شجرة مولدة للرسم 77.إذن 7 شجرة مولدة للرسم //. لا 

لاحظ أن البرهان السابق يعطينا طريقة لإنشاء الشجرة المولدة. ببساطة نقوم 
بالتخلص من الدورات بالحذف المتتابع لبعض الأضلاع. 
نتيجة )7,7١‏ 

إذا كان ( ۳, 7) = © رسما مترابطا عدد رؤوسه 7 » فإن 7-1 < | 2 |. 
البرهان 

افرض أن (/, 7) = © رسم مترابط عدد رؤوسه .من مبرهنة (۲,۷) 
توجد شجرة مولدة ('8, 7) = 7 للرسم .G‏ بماأن ٤'٤‏ › فإن 
ظ 
مبرهنة (۲,۸) 

إذا كان (., 7) = 6 رسما عدد رؤوسه ۸ فان 6 شجرة إذا وفقط إذا كان 
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.7-1 رسا راطا وعدد أضلاعه‎ G 
البرهان‎ 

إذا كان 6 شجرة عدد رؤوسها 7. فمن تعريف الشجرة 6 رسم مترابط 
ومن مبرهنة (۲,۲) عددأضلاع © يساوي 7-1. لإثبات الاتجاء الآخر, 
افرض أن 0 رسم مترابط عدد رؤوسه 7 وعدد أضلاعه 1[-7. يكفي لإثبات 
أن © شجرة إثبات أن © لا يحتوي على دورات. افرض أن 6 يحتوي على 
دورة وأن » ضلع فيها. عليه » ليس جسرا ومنه 6-٠‏ رسم مترابط عدد 


أضلاعه 12 وهذا يناقض نتيجةه ةا 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (۲,۹) 

إذا كان © رسما لا يحتوى على دورات فإن © شجرة إذا وفقط إذا كان 
4+ 6 يحتوي على دورة وحيدة لكل ضلع ( 2)6 © ©. 
البرهان 

ليكن © شجرة وليكن (6)£ © 6- ر×. بماأن € شجرة فإنها رسم لا 
حتوي على دورات. من مبرهنة( ,)+ يول مر ود روا واا هن 
إلى اق ا إذق تو lla‏ دورق ê‏ 6. واضح أن هذه 
الدورة وحيدة لأنه إذا كان يوجد دورتان مختلفتان فإن كلا منهما تحتوي على € 
وعليه يوجد نمران مختلفان من × إلى رف 6. 

ليكن 60 رسما لا ری على کیرات فيك 8+ 6 يحتوىي على دورة وحيدة 
لكل ضلع (6) £ »© 6. افرض أن 2,7 رأسان لا يوجد بينهما مر في 6 . إذن 
۴+ 6» حيث 27 - ع لا يحتوي على دورات و (2)7 » ©. إن هذا یناقض 
الفرض. [] 

المبرهنة الثالية والتي تنسب إلى كيلي 08163 تعطي عدد الأشجار المعلمة 
المولدة للرسم ,كل . 
مبرهنة )5,١١(‏ 

عدد الأشجار المعلمة المولدة للرسم K,‏ يساوي ”7. 
البرهان 

لتكن [1,2,...,7) = 7 هي رؤوس الرسم ,كد. نعرف أن عدد المتتاليات من 
الطول 2 -7 المأخوذة من 7 يساوي 7”7. عليه يكفي للبرهان إيجاد تقابل بين 


الأشجار ۳ 


الأشجار المعلمة المولدة للرسم ,£ والمتتاليات من هذا النوع. لكل شجرة معلمة 
مولدة 7 للرسم ,5 نعرف المتتالية (ي ,/,....:5.4) كما يلي. ليكن ,5 أقل عدد 
في 7 درجته 1: اختر 4 الرأس اجاور لي بى. احذف ,ئ من 7. اعتبر رى أقل 
عدد فی [5)- 7 درجته 1 في ,7-5 ء: اختر ٤‏ الرأس المجاور لي رى. كرر هذه 
العملية حتى تحصل على ,ا وسيكون ما تبقى من الشجرة رأسان فقط .على 
سبيل المثال الشجرة المعلمة في شكل(۲,۲) تعطي المتتالية (4,3,5,3,4,5) . 





لمك الاخرة لاطا أن أي رأس « من الشجرة 7 يظهر 1- () ب 
مرة في المتتالية ( ٤...1,‏ ). ومنه الرؤوس التي درجتها 1 هي التي لا تظهر في 
المتتالية. لإيجاد 7 من (.,/.....:4.4) نتبع الآني. ليكن > أصغر عنصر في 7 
درجته ليست في (1/25..../,2) » ارسم الضلع ءاخر 5 أضغر غتصر فق 
( 45+ رم درجته ليست في od‏ ارسم الضلع وكا أشيتسر فتن 
الطريقة حتى حصل على 2 -77 ملكا O‏ هام على 
7 بإضافة ضلع بد ال احميد المتبقيين في المجموعة الو كاك a‏ 
السهل ملاحظة أن متتاليتين مختلفتين تقابلان شجرتين مختلفتين. عليه أوجدنا 
التقابل المطلوب. 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
)1,۳( تطبيقات على الأشجار 

يعطي برهان مبرهنة (۲,۷) طريقة لإنشاء الشجرة المولدة. ببساطة نقوم 
بالتخلص من الدورات بالحذف المتتابع لبعض الأضلاع. لكن هذه الطريقة ليست 
مناسبة للاستخدام في الحاسب الآلي. فيما يلي سنعطي بعض الخوارزميات التي 
يمكن من خلالها الحصول على شجرة مولدة باستخدام الحاسب الآلي. 
خوارزمية (١,؟)‏ 

الملدخل : رسم مترابط 6. 

المخرج : شجرة مولدة للرسم ©. 
الخوارزمية 

ا اراق .راس لاع رد وضع [” = ,7و ¢= E,‏ و (VE)‏ = 1. 

- افرض أن (,,,7) = ,7 قد أنشئت لعدد صحيح 1< ۸. اختر ضلعا 
نع ,€= ,۷ حيث ,67 gu‏ ,#7 بع ۷. ضع درطي لخدن ل و 
ToT NES PU‏ 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 
مبرهنة )7,١١(‏ 

إذا كان (, 7) = © رسما مترابطا فإن خوارزمية (۲,۱) تعطي شجرة مولدة 
ارم 
البرهان 

نفرض أن الخوارزمية تتوقف بعد 77 خطوة. إذن نحصل على (,ع,, 7= ,1. 
نريد إثبات أن ,7 شجرة مولدة للرسم 6. ستثبت أولا أن ,1 شجرة وذلك 
باستخدام الاستقراء الرياضي على 7 لإثبات مايلي: لكل عدد صحيح 


الأشجار 2 


7 > 157 فان ,7 شجرة. إذا كان 1 - 7 فان م = ,£ وعليه (22, [) - 1 
شجرة. الآن نفرض أن (,,,7) = +1 شجرة حيث 77> 1>۸ عدد صحيح. 
من الخطوة (۲) في خوارزمية )۲,١(‏ واضح أننا حصلنا على ,1 من ,7 بإضافة 
را لأ Vr‏ وبإضافة ضلع 7ع ,€ یربط اين uEV,‏ ا Vr, #P,‏ 
بماأن ,7 لا تحتوي على دورات فإن ,7 لا تحتوي على دورات لأن الضلع 
المضاف الجديد .© لا يربط رأسين من ,7. واضح أن الرأس ,,,” جاور للرأس 
# و ما أن ,7 رسم مترابط فإن ,۷ مرتبط بجميع الرؤوس المنتمية إلى ,7. إذن 
,1 رسم مترابط» وعليه فإن ,+1 شجرة. إذن ,7 شجرة. 

الآن سنثبت أن 7 شجرة مولدة للرسم ©. من أجل ذلك يكفي أن نثبت أن 
= 7#. واضح أن / 
حيث ي7» ×.ليكن ,7> بز. بماأن 6 رسم مترابط فإنهيوجدبمر 
> ,م ...وو لل - برامن 7 إلى *. ليكن 7> رکا هو أكبر عدد صحيح 
بحيث 7ع رلز. إذثء» ۲ع وريز و =e, 6۳٤‏ ر لرل ولكن هذا يناقض 
الخطوة (۳) في خوارزمية )۲,١(‏ وعليه فإن | 7|= 77. 


1 














> 77#. إذا کان m< Vv‏ فإنه يوجد راس 7ع و 


(۲,۳)(أ) أشجار التقصي العرضي وأشجار التقصي العمقي 
فيما يلي نقدم حالتين خاصتين من خوارزمية .)۲.١(‏ 
خوارزمية (۲,۲) 
المدخل : رسم مترابط (72, 7) = © ورأس معين 7ع ۷. 
المخرج: شجرة مولدة للرسم 6 تسمى شجرة تقص عرضي 


. جذرها‎ breadth first search tree 


٤٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 

الخوارزمية 

.1 - (MP, E) و‎ E) - 0 ضع داح رط و 01 - 1و‎ - ١ 

؟- افرض أن (,,1) = 7 قد أنثيئت لعدد صحيح 1< ).لیکن ۲ هو 
أصغر عدد بين لااد ا بحيث يوجد ضلع EE‏ ود SPP‏ 
ولع ,و 7 بع ۷. ضع ( ,م 7) = ع1 حیث إن ”لا 7ت ۷ و 
e EFT UE‏ 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شکل(۲۰۳) خطوات خوارزمية (۲.۲) للحصول على شجرة تقص 
عرضي جذرها ۾ للرسم ©). 


Ê € 0‏ 6م € 
110 4 "5 10 © 
, 8 @# ال تر 1 7 e‏ 
1 1 ,1 ظ1 6 
و 


E 

الملدخل : رسم مترابط (£, 7) = © ورأس معين €7 <. 

اللخرج: شجرة مولدة للرسم 6 تسمى شجرة تقص عمقي 
depth first search tree‏ جدرها . 

الخوارزمية 


1 = (Pi, E) ق إلا ,م و ) - ۳ و‎ ۷٣ = ضع‎ -١ 


الأشجار ۷ 


؟- افرض أن (,,0 = ,1 قد أنثيئت لعدد صحيح 1< #. لیکن ۲ هو 
اكير عاد ددد ک2ا OY‏ رك ,€ 7 کیت 
لاع طاو VV,‏ ۰.۷ ضع لوو وى as Fo. SF‏ الى الا لكوي 37 
EU‏ ويم 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شکل(٤,۲)‏ خطوات خوارزمية (۲.۳) للحصول على شجرة تقص 
عمقي جذرها © للرسم © المعطى في شكل(۲,۳). 


6 7 A N, I, 


کل 


توجد تطبيقات عديدة لأشجار التقصي. سنقدم حك تطبقات اشجار التقصي 
العمقي في الفصل الثامن» بينما نعطي فيما يلي تطبيقا لأشجار التقصي العرضي. 
مبرهنة (۲,۱۲) 

إذا كان (7/, 7) = © رسما مترابطا وكانت 7 شجرة تقص عرضي جذرها 
× نانجة من خوارزمية (۲,۲) فان ( «, ×) 4 - ( «,×) وك لكل 7ع .١‏ 

لغرض إثبات مبرهنة (۲,۱۲) خحتاج إلى تقديم بعض التعريفات والتمهيديات. 
لتكن تارونت خی رووس الرسم التراسيط ( 2 6-117 اد قف 
خوارزمية (۲,۲). نعرف الدليل العرضي :51561206 076301 لرأس ٤7‏ < بأنه 
العلية. 1257577 جك .= « ونرمز له بالرمز (00) 8/77 . كما نقول إن الرأس 


۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


1 مرجع مباشر 01606665501 120116011316 للرأس ۷ ونكتب ( ۷) م = ۲ إذا كان 
E, =E,  Ufuv} gv er,‏ 
تمهيدية (۲,۱) 

لیکن (£, 7) = © رسما مترابطا و , ۷,..., ۷۷ هي رؤوس الرسم © بعد 
توقف خوارزمية (۲,۲). إذا كان تر > ¡ و , ۷ ضلعاً في © وكان (,”) م = ,ا فإن 
Pp <q‏ 
البرهان 

إذا كان 4< م فإنه طبقا للخطوة (۲) من خوارزمية (۲,۲) يوجد رأس ,۷ 
بحیث 7> ۲و ,۷ر۷ ضلع في 6 وهذا يناقض کون ( mM =p),‏ 

وبأخذ ( , )م = ,۷ في تمهيدية )۲,١(‏ نحصل على النتيجة التالية. 
نتيجة (۲,۳) 

لیکن (£, 7) = 6 رسما مترابطا وليكن «,» رأسين في ©. بعد توقف 
خوارزمية (؟,5)» إذا كان )) (p («)) < 217 (p (v‏ 811 فإن ) BEI (u) < BEI (v‏ . 
تمهيدية (۲,۲) 

کن إل = 6 رسماسايطاو # اماتا رایس 5€ کان 
«,» رأسين في © بحيث ( «, ×) 4 > (#, *) ىك فإنه بعد توقف خوارزمية 
)1.( يكون ) BFI (ı) > BFI (v‏ . 
البرهان 

سنبرهن بالاستقراء الرياضي على # العبارة التالية: لكل رأس #بحيث 
#-(»,<«)ع4 ولكل رأس 8 غيث 1< (5,<) .2 فإن (5) BFI (a) > BFI‏ . 


الأشجار ۹ 


عندما 0 - ۸ فإن 0= (4,*) 4 وهذا يقتضي أن =٩‏ ×= ,× ومن خوارزمية 
(۲.۲) 1< (5) 817 لكل مء 5. عليه» العبارة صحيحة عندما 0 = /. نفرض صحة 
العبارة عند # >0 ليكن × رأسأا يحيث 1+ ۴= (۸,٭) 4 ولیک <رأساعحيث 
1+ ۴ <(<,:*)ى4.ليكن ۶ أقصر نمرمن × إلى اق © و /1هوالرأس الذي 
يجاور “فى 2. لاح ظ أن ۸=( سر ) و24. بماأن م أقصرممرمن « إلى *# فإن 
#<((0) م <«اء4.ستثبت أن ۸ = ((#) م, *) ج4.إذا كان /-(#)م فإن 
۸= (() م, :<) 4 .d‏ الفرض أن “2< (») صر و ۸ < (() 2, <*) ,ك. بان 
( )4= ۸ < ((*) م *) م4 فإنه ينستج مسن فرض الاسستقراء أن 
B77 )” (‏ < (() م) 817. وهذا يناقض کون )١(‏ م مرجعا مباشرا للرأس × طبقا 
لخوارزمية (۲,۲). عليه /-((#2)ض,*)ج4. بماأن 2+ ۸ <( ۷,×) d,‏ فإن 
(x, )» (> ۸ +1‏ .ومن )) ( .d,(x,p())=k <k +1=d, (x ,p‏ 
ومن فرض الاستقراء نجد أن (( ۷) م) 877 > ((”) م) ۴۸7 من تمهيدية (۲,۱) ينتج 
أن ) (u) > BFI! (v‏ 811. 
برهاك مبرهنة (۲,۱۲) 

نستخدم الاستقراء الرياضي على ( ۷) 277 . إذا كان 0-(«) 877 فإن 
1ك ا O‏ 137 8ك 121 اهل لشفمر طن عسحة الرهضية لكب 
۸> 0<1 ولنفرض أن <رأس بحيث 1+ ۸=( ) 877 .لیکن 7 أقصر غر 
من «* إلى <افي © و *# هوالرأس المجاور للرأس <ف الممر 2. بيماأن مر 
أقصرنئمرمن × إلى « فإن )١((‏ م,«) م > (#,*) م4. إذا كان 
((”) م, ×) >d‏ (, <) لك فينتج من تمهيدية (۲,۱) أن ((0) م) 817 > (») 8171 
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رن انه لسرن نه سام ا يري a‏ 
(x ,p (v )) =F‏ ع4 - .d, (x1)‏ وماأن 1+ BFI (v )=k‏ > (( م) BFI (p‏ 
فينتجح من فرض الاستقراء أن (( ۲ م.×) = (( ۷ .d)×,‏ ولکن 
(x, )‏ ,14+ (( م) )*,p‏ ,4ه -1+((0) م,«) 1-4 )x, (=k‏ م4 ومنه 


(,؟)(ب) خوارزميات لإيجاد شجرة مولدة صغرى 
يسمى الرسم 2F E)‏ زسسا ا weighted graph‏ إذا قرن 9 
طلم © فيه بعاد حققی فپر سانب ١‏ يسعى روزت الشلع د كما يمن 
مجموع أوزان أضلاع الرسم (5006 وزن الرسم © ويرمز له بالرمز (0)6. إذ 


اع 


كان ۲ مرا بين رأسين في G‏ فإننا نسمي >_w(e)‏ طول ط)ع0ع1 الممر / ونرمز 


نار حرج 
له بالرمز (7/67)2. نر مز للمسافة distance‏ بین الرأسين و۷ في الرسم الموزون 
6G = )7 ,£(‏ بالرمز (م,/) 4 (أو بالرمز (۷« ,4)1 في حالة دراسة رسم 
نعرف © =( ۷,ا) بك إذا كان لا يوجد مر بين 1 و ۷.ونعرف 0=( ۷ )ك 


لكل رس« في الرسم ©. 





الأشجار ١‏ ت 


الشجرة المولدة الصغرى 66 50311111185 11111111117 لرسم موزون مترابط 
(2ى "أت تعن شجرة مرا رها أسثرمايمكن والشيرة الولاة النظس 
maximum spanning tree‏ لرسم موزون مترابط € هي شجرة مولدة وزنها 
أكبر ما يمكن. على سبيل ال مخال في شكل(١,)‏ الشجرة 7 هي شجرة مولدة 
للرسم © لكنها ليست شجرة مولدة صغرى. في حين أن الشجرة ع7 الموضحة في 
شكل(7,1) هى شجرة مولدة صغرى للرسم نفسه. 

خوارزمية ٤(‏ ,۲) (خوارزمية بريم سامءط) 

المدخل : رسم موزون مترابط 6 عدد رؤوسه 7. 

المخرج : شجرة مولدة صغرى (,7,,77) = ,7 للرسم ©. 

الخوارزمية 

إت اخ رای راس «منرؤوس 0 ثم ضع [لغ)- 7و ۾ = ,£ 
و( )= 1 

©, افرض أن (:(,1) = ,7 قد أنثئت لعدد صحيح 1< ٭. اختر ضلعاً‎ -١ 
وزنه أقل ما يمكن یربط رأسا في ,7 برأس ۽ رہم . ضع ( ہم ,)= ہآ‎ 
. E, = 2, حيث ا۷ا لا ے۷ = ا و )لا‎ 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شكل(٦,۲)‏ خطوات خوارزمية بريم للحصول على شجرة مولدة 
صغرى للرسم © المعطى في شكل(5.0). 





مبرهنة (۲,۱۳) 

إذا كان © رسما مترابطا موزوناء فإن خوارزمية بريم تعطي شجرة مولدة 
صغرى للرسم 7 . 
البرهان 

افرض أن عدد رؤوس الرسم © يساوي «. لكل 1< # عدد أضلاع ,7 
يساوي 1- / وعددرؤوسه ۸ ولا يحتوي على دورات» أي أن ع 1 شجرة. 

سنبرهن الآن أن ,7 شجرة مولدة صغرى للرسم ©. سنستخدم الاستقراء 
الرياضي لإثبات ما يلي : لكل عدد صحيح 1< ۸› الشجرة ,7 محتواة في شجرة 
مولدة صغرى. إذا كان 1= ۸ فإن K,‏ = ,7 ومن ثم فهي محتواة في شجرة مولدة 


صغرى. لنفرض الآن أن الخوارزمية صحيحة عند 1- .K‏ أى أن 7 محتواة في 











الأشجار ۳ ت 


ملا صق واک كر الآن عم نبل الترزاززمة ضار لعا 
۷۷ = €۸ حيسث رعلا © ,۷ و ے۶ ۷ ثم نضیفه إلى 7 لنحصل علی 
,7 . إذا كان ( 8)/ ع ١ء‏ فان ,م7 محتواة في الشجرة المولدة الصغرى ۸٣7‏ ونكون 
قد أنهينا البرهان. أما إذا كان ( 7)77 © .»© فإن الرسم ,6+ 7 يحتوى على دورة 
وحيدة ولتكن © . بما أن 0 غير محتواة في +7 فإن 2# (7)/-(0) . لیکن 
2 الممر من ,۷ إلى +< والذي حصل عليه بعد حذف ,© من 0 ؛ وليكن © 
أول ضلع في P‏ لیس اناف E‏ ر ×= أحد أضلاع کی 
1ع * و ,#7 نر . عليه (.71)6 < (17)6. ولذا فإن وزنالشجرةالمولدة 
© -(,» + 1 ) = '77 أصغر من أو يساوي وزن الشجرة المولدة 7 . إذن '77 
شجرة مولدة صغرى تحتوي على +1. 

خوارزمية (5,؟) (خوارزمية كروسكال اھkوںا))‏ 

المدخل : رسم موزون مترابط 6 عدد رؤوسه 7. 

المخرج : شجرة مولدة صغرى للرسم 6. 
الخوارزمية 

اجو ل e,‏ وزنه أقل ما يمكن وضع < ,€> = ,1 الرسم الجزتيى من 
6 المولد بالضلع ,©. 

ا افرص ان < 6ه 47-8 اله ا ل فين الا 
بالأضلاع E Ess.‏ قد انش لعدد صحيح 231 اشع شلها بع ف 
[ .يقن 20-186 ري ثاغيث وزنه اقا هيا ع كين الو E‏ 


< ,۴۴> رسم بلا دورات. ضع طاو يو رك و 
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۳- كرر الخطوة(۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شكل(۲,۷) خطوات خوارزمية كروسكال للحصول على شجرة 
مولدة صغرى للرسم © المعطى في شكل (75,0). 





)۲,١ ٤( مبرهنة‎ 

إذا كان © رسما مترابطا موزوناء فإن خوارزمية كروسكال تعطي شجرة 
مولدة صغرى للرسم ©. 
البرهان 

لسيكن < ب €,...,ر€,> = ,7 الرسم الجزئي من 0 المخرج يخوارزمية 
كروسكال. سنثبت أولا أن ,7 شجرة مولدة للرسم .ا أن ,7 بلا دورات 
فإنه يكفي إثبات أن كل راسين (6) ٤7‏ «,» يرتبطان بممرفي ,7. بماآن © 
مترابط فإنه يوجد مر ۷= ,ر , ...ر ,2 - . نرمز للضلع ,×× بالرمز 
رگ لكل 7-1 > تر >1 . ليكن (,7)£ 2 ,/ر. نلاحظ أن ,+ ,7 يحتوي على 
دورة وحيدة © أحد أضلاعها ,/ بينما أضلاعها الأخرى أضلاع في ,,7. عليه 
قت 0ح 2 رن عن کال وغل فاته يكن الول غلی مسار 


الأشجار ت ت 


في ,7 من ٤‏ إلى ۷بوضع ۶ مكان ,ر كلما كان (82)77» ,/. إذن ,7 
شجرة مولدة للرسم 60 و 77-1- . 

سكت الآن ان < دمر ...وو © © > = ,1 شجرة مولدة صغرى للرسم ). 
ما أن 6 رسم منتهِ فإن عدد أشجاره المولدة منته. لتكن 7 شجرة مولدة صغرى 
ا 

من الخوارزمية ؛ واضح أن (رم©) 17> ٠٠١‏ > (يع) 17> (رع) «. ليكن / أصغر 
دليل بحيث ( 2)7 »© ,ء. نلاحظ أن ,6+ 7 يحتوي على دورة وحيدة 0) أحد 
أضلاعها ,© بينما أضلاعها الأخرى أضلاع في '7. بما أن , ,7 شجرة فإنها لا تحتوي 
على © ؛ عليه» تحتوي © على ضلع / بحيث (17)3ع / و (, ,)17 © /. 

ندعي أن (.©6 1<( /) «. لغرض الحصول على تناقض افرض أن 
(ء) ۷> ( /) .w‏ ہا أن 7# لم يختر من خلال الخوارزمية فإن /+ +7 يحتوي 
على دورة. إذن 7 تحتوي على دورة وهذا هو التناقض المنشود. 

نلاحظ الآن أن ,6+ /- 7 شجرة مولدة صغرى للرسم © أحد أضلاعها 


,6 بتكرار الاجراء السابق نجد أن ,1 شجرة مولدة صغرى للرسم Rê‏ 


(۲,۳)(ج) خوارزمية إيجاد أقصر نمر في رسم موزون مترابط 
خوارزمية (5,؟) (خوارزمية ديكسترا t۲ء)ز5)‏ 
الملدخل : رسم موزون مترابط © عدد رؤوسه ۸ ورأس معيّن (6) 67 ,۷. 
المخرج : شجرة مولدة (,,,7) = ,1 للرسم © بحيث (11,, ۷) رك = (11,, ۷) 4 
لكل )6G(‏ لح 4. 
فيما يلي نستخدم الرمز (/© 2 بدلا من (4)00,,1. 


ذه مقدمة في نظرية الرسومات 


الخوارزمية 

.200( > 0 واعتبر‎ ٤, - # ضع (,,) = ,7 حيث [,) - ,7 و‎ -١ 

۲- افرض أن ( ٤,‏ ,,7) = ,7 قد عرف لعدد صحيح 1< ۸» وأن (/)2/ قد 
حسبت لكل E‏ اسم ملعا ملل لا نحيث ,2۲ رر و ,لاع × وبنحيث 
,,xy eE(G)}‏ © مز لأع D(x) tw (xoyo) = mind D(x Jtw (xy )J:x‏ . ضع 
( :7 = 7 حیتٹ إن لاط = ۷ و 20 = م۷ وار )لا ,£ = E,‏ 
وضع (ہ ۷ *) ۷+(, »)2 =( 1200 

۳- كرر الخطوة(۲) كلما أمكن ذلك. 

يوضح شكل(۲,۸) خطوات خوارزمية ديكسترا للحصول على شجرة مولدة 
للرسم 6 حيث الرأس المعين هو ×. 


0 1 0 1 0 1 2 
22 26 وملرزل‎ X ( ۹ X 0 00 
1 و‎ 








الأشجار ت 


مبرهنة (5١,؟)‏ 

ES‏ ع باهو وى 4 2177 رابا ما نان شور مه 
ديكسترا تعطى شجرة مولدة '7 للرسم 6 بحيث (2, ۷ 4 = (20, 00 م لكل 
.u eV (G)‏ 
البرهان 

افرض أن عدد رؤوس الرسم © يساوي * وليكن ( ,0= ,7 الرسم 
الجزئي من 6 المخرج يخوارزمية ديكسترا. ستثبت أولا أن ,1 شجرة مولدة 
للرسم © . إذا كانت ,, 7 (©©) 7 فليكن ,لاك »© و ,,17-(©) ٤7‏ 5. بما أن 
6 مترابط فإنه يوجد في کر الاك لون اروب قتي 37د هلوقم ار 
دليل حيث ,لك ,× و 7ء ى,*. إذثء يمكن تكرار الخطوة(؟) من الخوارزمية 
بعد الحصول على ,7 وهذا تناقض. عليه ,, 1 -<(6) 7؛ أي ۸= . واضح 
أن ,7 رسم مترابط وبلا دورات لكل 7ك 1>۸. وعليه فبإن (,2,, )= ,7 
شجرة مولدة للرسم 6. 

سنثبت الآن أن (8,, م) ر = (:1,, «) ىك لكل (6) ٤7‏ 8. سنستخدم الاستقراء 
الرياضي على * لإثبات مايلي: لكل عدد صحيح 7> 1>۸ فإن 
( 11ر برك =( ”)ىه لكل ,€7 1. 

إذا كان 1= ۸ فإن (, ۷ م4 - 0 = (رط,,م)ى4. نفرض الآن أن المطلوب 
صحيح لأجل = ge‏ ينلد يع الضلع المختار بالخوارزمية عند 
المسفيول على اھ 7چ م و ا ون ليكن 2 المهير 
(الوحيد) بين 3 و م۷ ف الشجرة وبر لم Na,‏ مرا مختلفا 


O۸‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


عن 7 من | إلى ۷ق الرسم ©). ليكن 77 أصغر دليل بحيث yy Er,‏ 
و ۲ إل (انظر شكل(5,1)). بناء على الخطوة (۲) من الخوارزمية فإن 
)رب DV + O‏ >( 0 10+ (ى) 2. من ناحية ثانية فإن 
)ربج len(P) = D(x) + (o‏ د زبى مم م4 و Og, Yg.) S len(P”)‏ دري ندر 


إذن /e۸n)P')‏ ک ( م 0۷ ۰2 وبالتالي فان ( م ۷ر ۷) 2g‏ > زنع ۷۷ 1n‏ 





تمارين 
-١‏ ارسم الأشجار غير المتماثلة التى عدد رؤوسها 7. 
؟- هل الشجرة رسم ثنائي التجزتة ١‏ 


-٣‏ هل يوجد شجرة متتالية درجاتها 3,3,1,1,1,1؟ 


-٤‏ أثبت أنه إذا كان © ضلعا في رسم مترابط © فإنه توجد شجرة مولدة 


للرسم © بحيث يكون © أحد أضلاعها. 


الأشجار ۹د 


6 لتكن 1 شجرة عدد رؤوسها / ومتتالية درجاتها ...٠٠وج‏ 4و0 . ايت 


a = 2۸ -2 أن‎ 


ا 


ك ا Ul‏ اا أعداد صح حة موجه کٹ 


1 Sd ح‎ 2720-2 


5 

(1)اثت آنه يوحد 7م يق 1ت , هاو 1ح 

(ب) استخدم الاستقراء الرياضي لإثبات أنه توجد شجرة متتالية درجاتها 
...ورا . 

۷- أعط مثالا لرسم (8, 7) = © ليس شجرة ويحقق 1-| ۴|=|7|. 

8- إذا كان 6 رسا عددرؤوسه ۷ و علد أضلاعه © و عدد مركباته / 
فأثیت اق E‏ 

4 - أثبت أن عدد الرؤوس التي درجتها 1 في شجرة ذات رأسين أو أكثر 
يساوي (2 - (,068)۷) و 2 +2. 

/ لتكن 7 شجرة عدد رؤوسها 7 وعدد رؤوسهاالتي درجتها‎ -١ 
يساوي +7 لكل 0< £ أثست أن‎ 

n, =n, + 2n, + 3n, + An, +... 91 ...ل نل‎ 2 

97 كم عدد الأشجار المولدة للدورة التي طولما‎ -١١ 

]ذا كانت تات ن( 0)7 حكون من راس واحد او.مد 
رأسين متجاورين. 

۳ - يقال إن الرسم تمض E‏ ذاتيا self-centered‏ إذا كان 
(6) 7-(6) 6©. جد الأشجار المتمركزة ذاتياً. 


0 مقدمة ثي نظرية الرسومات 

٤‏ - أثيت العبارة التالة إذا كانت صحبحة أو أغط مقالا مناقضا إذا كانت 
خاطئة : إذا كانت 1 و 15 شجرتين مولدتين للرسم © فيجب أن يكون بينهما 
ضلع مشترك 

06- لتكن 7 و 15 شجرتين مولدتين للرسم © . ليكن (,1705-(07) 7ع ,©. 
أثبت أنه يوجد (,[) £ -(,]) 2 > e,‏ بحيث تكون كل من ,6+(,6-,0) 
و|©+(17-6©2) شجرة مولدة للرسم 6 . 

”لك 7 عدن رسا 47 ولگ 6 رسا غیت 2-1( )2 
أت أن 0 بحتوي على رسم جزئي يماثل /. [إرشاد : استخدم الاستقراء 
الرياضي على [n‏ 

7 إذاكانت #شجرة عددرؤوسها قات أن 7 قائل رسما جرئيا 


ا 
- جد جميع الأشجار 7 بحيث تكون 7 عدر ضا 
49- جد جميع الأشجار 7 التي هي رسوم منتظمة. 
-"٠‏ استخدم الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع لاثات أن 
]| لكل TPES‏ 
الآ ا کان 7 ريما موزونا اطا یت لا يعن شلنان ابماس 


` |-1 








الوزن فأثبت أنه توجد شجرة مولدة صغرى وحيدة للرسم © . 
77نم © رسما موزونا مترابطا حيث « دالة الوزن للرسم CF‏ وليكن 
1 عددا بث (ع) M <١‏ لكل ( ۴)6 .e e‏ عرف الدالة 1 + (8)6 :س كما 


يلي () «- 14 - (6) « لكل ( ©2)0 > .٠‏ بين أن مسألة إيجاد شجرة مولدة 


١ الأشجار‎ 


عظمى (صغرى) للرسم 6 الذي دالة الوزن له هي «ايمكن تحويلها إلى مسألة 
إنجاد شجرة مولدة صغرى (عظمى) للرسم 07 عندما تكون دالة الوزن له هي 


0 


7- عدل كلا من خوارزمية بريم وخوارزمية كروسكال بحيث يكون المخرج 
شجرة مولدة عظمى. 

4- لكل رسم من الرسوه الموزونة المترابطة في شكل(١٠,7)‏ جد شجرة 
مولا عكر 4 . 

065- لكل رسم من الرسوه الموزونة المترابطة في شكل(١٠,۲)‏ جد شجرة 
مولدة تحوي أقصر الممرات من » إلى باقي الرؤوس في الرسم. 

7- لكل رسم من الرسوم في شكل(١١,۲)‏ جد شجرة تقص عرضي 
جذرها ۷ و شجرة تقص عمقي جذرها 1 








رمن رهام 


الرسوم الأوبلربة والرسوم الهاملتونية 
EULERIAN GRAPHS AND‏ 
HAMILTONIAN GRAPHS‏ 
)۳,١(‏ الرسوم الأويلرية 
تعتبر مسائل المسارات من المسائل المهمة في نظرية الرسومات. وموضوع هذه 
المسائل هو البحث عن مسارات تحقق شروطا مفروضة. ومن الناحية التاريخية: 
فقد بدأت نظرية الرسومات عندما حل أويلر مسألة من هذا النوع وهي مسألة 
الجسور السبعة والتي سوف نقدمها في ختام هذا البند. 
لتكن ') دارة في الرسم 7ے ل Eulerian circuit‏ في G‏ 
إذا كانت تحتوي على جميع أضلاع وجميع رؤوس 6؛ ونقول إن 6 رسم 
أويلري امومع 5ةنرءان8 إذا كان © يحتوي على دارة أويلرية. وبالمثل» إذا 
کان 7 طريقا مفتوحا في الرسم 6 فان 7 يسمى طريقا أويلريا Eulerian trail‏ 
إذا كان يحتوي على جميع أضلاع وجميع رؤوس 6؛ ونقول إن 6 رسم 
نصف أويلرى graph‏ erilanاEul-sem1‏ إذا كان ) يحتوى على طريق eT‏ 
تعطينا المبرهنة التالية تمييزا للرسوم الأويلرية كما أن برهانها يزوّدنا بخوارزمية 
لأنشاء الداوات الا ويلرية: 


ب مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (١,؟)‏ 

لکن 7 و سما غير صفري. عندئلٍ ؛ 6 رسم أويلري إذا وفقط إذا كان 7( 
مترابطا وكانت جميع رؤوسه زوجية. 
البرهان 

ليكن © أويلريا. إذن توجد دارة أويلرية ×= ر عد ٠٠,2‏ وى ¥= × 
رأس في المتتالية ,ع,٠٠٠,,×,٠‏ يلتقي عددا زوجيا موجبا من المرات مع 
الأضلاع ؛ كما أن الرأس ,×= ,×= × يلتقي بالضلعين ,©.,©. وعليه فإن 


جميع رؤوس ©) زوجية. 





: 


نفرض الآن أن 6 مترابط وأن درجات جهيخ رؤوسه أعداد زوجية موجبة. 
سنستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع 7 لإثبات المطلوب. إذا كان 
1 -” فإن © يماثل الرسم ٣۶‏ في شكل(7,1) أمَا إذا كان 2= ۸ فإن © اٹل 
أحد الرسمين ‏ ,87 في شكل(7,1) ؛ وعليه فإن ©أويلري عندما يكون 1= / 


0 


كلم 
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أو ۴<2 فرفر الآن إن 8<2 وأنالمحة فة غندها يكو ن غد 
الأضلاع أقل من ۸ ؛ كما نفرض أن عدد أضلاع (2, 7) = € يساوي 7. 
ل ادن شه قا مد و6 رن 26ح 7 وفق الخوارزهية الثالية : 

اب ابخدر أعى.رأسن 6F‏ ىن وضع ×= o‏ 

- افرض أن الطريق  *06,376,٠٠06,*‏ - ,7 قد أنشيئ. اختر ضلعا 

ا ا € من ,€,**°,€1,€2{- E‏ 
وضع در بم © م 1 06 088° .1 
(۳) كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 

بماأندرجة × في الرسم [ €,**"€1,€2{ - 6= 77 تساوي 0 فإن 
م - ,× ؛ وعليه فإن ,7 دارة في الرسم ©. إذا كانت ,1 تحتوي على جميع 
أضلاع © فإن © يكون رسما أويلريا. نفرض الآن أن ,7 ليست دارة أويلرية في © 
ونعتبر الرسم غير الصفري 8 . لتكن , ٨1,۳1,٠٠,11‏ هي المركبات غير الصفرية 
للرسم . واضح أن كلا من , ٠٠.27‏ 7,7 رسم مترابط ودرجات جميع 
رؤوسه زوجية موجبة» وبتطبيق فرضية الاستقراء نجد أنه توجد دارة أويلرية ,') في 
,8 لكل ”,ء-:,1,.2- 2. وبما أن © مترابط فإنه يوجد على الأقل راس مشترك بين 
الدارة ,,7 والرسم ٨,‏ لكل ”.1,2,0 - :. نضيف الان الدارة ,0 إلى الدارة ,7 
عند الراس المشترك لكل 2,۳ ,7-1 فتحصل على دارة أؤيلرية ف 6. 
مثال )",١(‏ 

الرسم © في شکل(۳,۱) في أويلري لأنه مترابط ودرجات جميع رؤوسه 
زوجية. إذا بدأنا بالدارة م,©0:٠.,©‏ © فإنه يمكن إضافة الدارات .,©©ي,©,,©: 


٦٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


EL‏ حصي فى A IEE‏ 1 .غل الو تي الجا على دارة اول ة 
ي 07 هي 
مدت ۴17۴18 مرك و6 مرك ع 6" * * و6 و6 ورك €3 CE F2‏ 

)3",١١ ملاحظة‎ 

بمكن للقارئ أن يرى بسهولة أنه يمكن تعديل الإثبات الاستقرائي في 
مبرهنة(73,1) بحيث نبدأ بأي دورة في © لإنشاء دارة أويلرية في 6. 
نقدم الآن خوارزمية جيدة لإنشاء الدارات الأويلرية في الرسوم الأويلرية. 
خوارزمية١١,")‏ خوارزمية فلوري (Fleury's algorithm)‏ 

المدخل : رسم أويلري .G=(V ,E)‏ 

المخرج : دارة أويلرية في € 
الخوارزمية 

.10 =×, وضع‎ ×, ٤۲ اختر أي رأس‎ -١ 

؟"-افرض أن الطربق.. 32 8ه عدم ترك E E‏ نشي يلها 
ايراع هن د و فبك م ليس سير ال ا 
ا مر عررضى :0ك 6 إلا إذاللم يكن هناك ار اکر 

۳- كرر الخطوة (۲) كلما أمكن ذلك. 
مبرهنة (۲ ,۴) 

إذا كان (1, 7) = 6رسما آوتاریا فان ل ظريق مدقي بوساظة رارز 
(۳,۱) هو دارة أويلرية فى 6. 


الرسوم الأويلرية والرسوم الحاملتونية 1۷ 


البرهان 

یکن و8 دوه عد يهو / BL‏ بر سانا خوارزمية فلوري في 6. 
مما أن درجة ,× في الرسم | ,€,**°,€2,€{- =G‏ ,7ا تساوى 0 فإن ×= ,× ؛ 
وعليه فإن ,7 دارة في الرسم ©. لغرض الحصول على تناقضء افرض أن ,1 
لا تحتوي على جميع أضلاع الرسم ©. ضع 

ىك 7= فى , (0< «ععل في الرسم :G,‏ 7ع ×+)= ؟ 

واضح أن #+ ؟» وما أن © مترابط فإنه يوجد على الأقل رأس مشترك بين 
الدارة ,7 والمجموعة 5. كذلك» واضح أن 5 ,×= ى+*. ليكن > ”>0 
هو أكبر عدد صحيح بحيث لع × و 3> ہے× ولتكن 
1 يصل 6ن راهن هرد ل ورأس من 3 اع 16ح 4ك 

ينتج من تعريف 5 أن 0 =( eee,‏ - )40 وعليه فإن 
N(E {€€€ ( C (w125 "8)‏ . ومن تعريغف 7 ينتج أن 
زيبىم© ] = (لم6,»٠٠ريعن©‏ - 0)E‏ 4 إذن ٤‏ جسر في الرسم 6 (انظر 
شكل(۳,۲)()). ولما كانت درجة ,× في الرسم ,© أكبر من 0 فإنه يوجد ضلع 
"بق عاد'ام هبيه FE,‏ 0 6ع e‏ ماأن 2 جسر في ,© فإن 


الخطوة (۲) في خوارزمية فلوري تقتضي أن '© جسر في ,,0). 





۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


وعليه فإنه توجد م رکبات ,۸1,۸1,۸1 للرسم ['1©,,,,6- ,6= 77 بحيث 
EH,,x' eH,‏ ىد رع ,, 1 (انظر شکل(۳,۲)(ب)). واضح أن رقع =x,‏ 
نلاحظ أن × ر × ۰ م الوحيدان في الرسم ,,©. إذن الرؤوس 
الفردية في الرسم 7 هي بم × ,× .,,* ر×. ولما كان ,×= »× رأسا في المركبة 
و كل سعمية المسبان اعدو ىعدي ذفان المركية م2 تحتوي على رأس فردي واحد 
هو ۾ × ؛ وهذا يتناقض مع أن عدد الرؤوس الفردية في رن د 
مثال (۳,۲) 

الرسم 6 في الشکل(۳,۳) أويلري لأنه مترابط ودرجات جميع رؤوسه 
زوجية. إذا بدأنا بالرأس « وطبقنا خوارزمية فلوري فإنه يمكننا إنشاء دارة أويلرية 
ف © مثل الدارة : ومبرمعموعرعي6 وم 6. 


€5 





لیکن © رسما غير صفري. عندئلو» © رسم نصف أويلري إذا وفقط إذا 
كان 6 مترابطا ويحتوى بالضبط على رأسين فرديين. علاوة على ذلك» كل 
طريق أويلري في © يبدأ بأحد الرأسين الفرديين وينتهي بالرأس الفردي الآخر. 


الرسوم الأويلرية والرسوم الاملتونية ۹ 


البرهان 

ليحن 6 نصف أويلري. إذن يوجد طريق أويلري GOA‏ ا 
واضح أن © مترابط وأن كلا من ,×,,× رأس فردي بينما الرؤوس الأخرى 
„ 2¥ × رؤوس زوجية. 

نفرض الآن أن (2, 7) = © مترابط ويحتوي بالضبط على رأسين فرديين 
EAL a‏ © يصل بين 4 فنحصل على رسم جديد 
”تق ”اد ل عبت |08 £> E‏ ان كي فاط وجميع رؤوسه زوجية 
فإنه أويلري ؛ وعليه توجد دورة أويلرية © في 77. نحذف © من © فنحصل 
على طريق أويلري 7 في 6. 





ملاحظة ١؟3",7)‏ 

ا گات © وسا نضف أزيلرس وكاة رآساه الفردياة هما عة قانه كد 
إنشاء طريق أويلرى في © بعدة طرائق. 

اتات ص جديا © يصل بين الرأسين الفرديين ثم ندشئ دارة أويلرية 
في الرسم الجديد ؛ ثم حذف الضلع €. 

-١‏ ننشئ طريقا من © إلى 5 ثم نضيف الأضلاع الأخرى إلى هذا الطريق. 


٣‏ نعدل خوارزمية فلوري بحيث نبدا من راس فردي. 


۷٠‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
مغال (۳,۳) (مسألة الجسور السبعة) 

تقع مدينة على نهر وتنتشر أحياؤها على ضفتي النهر وعلى جزيرتين تقعان 
في النهر. تتصل أجزاء هذه المدينة بوساطة سبعة جسور كما هو موضح في 
شكز .)()۳.٤(‏ 

هل يوجد مكان في هذه المدينة يحيث ننطلق منه ثم نعبر كلا من الجسور السبعة 
مرة واحدة ثم نعود إلى ذلك المكان؟ 

شل الرسم في شكل (174)(ب) نموذجا رياضيا لبذه المدينة حيث تمل 
الأضلاع الجسور. ويمكن صياغة السؤال السابق كما يليى: هل هذا الرسم 
أويلري؟ واضح أن الرسم يحتوي على رؤوس فردية وعليه فإنه غير أويلري. 
الاح انه غير تيف أريارى ایتا 


)۳,١( تمارين‎ 

١‏ - بين فيما إذا كانت الرسوم المعطاة في شكل(7.2) أويلرية أو نصف أويلرية 
أم لا. إذا كان الرسم أويلريا فجد دارة أويلرية فيه» وإذا كان نصف أويلري فجد 
NEED‏ 

١‏ - هل يمكن إضافة عدد من الجسور كي يصبح حل مسألة الجسور السبعة 
بمكنا؟ 

وب نكا و دارة في الرسم المترابط يكن 7 الرسم الناتح من 7) بعد 
حذف أضلاع ©. إذا كان 72 غير صفري فأثبت أنه يوجد على الأقل رأس 


مشترك بين ) و 2/. 


الرسوم الأويلرية والرسوم الاملتونية ۷۱ 





- [ذا كان © رسما وكانت جميع رؤوسه زوجية فأثبت آن 6 لا غنوي 
على جسور. استنتج أن أي رسم أويلري لا يحتوي على جسور. 
ه- (أ) ما هي قيم 7 بحيث يكون ,۸ أويلريا؟ 
(ب) ما هي قيم 7.77 بحيث يكون ,۸ أويلريا؟ 
(ج) ما هي قيم ” بحيث يكون ,© أويلريا؟ 
(د) ما هي قيم 7 بحيث يكون ,7 أويارياً؟ 
(ه) ناقش الفقرات السابقة بحيث يكون الرسم نصف أويلري. 
5- لیکن © رسما مترابطا. أثبت أن © أويلري إذا وفقط إذا كان يمكن 
تقسيم ارت بهل على 
۷ ليكن 6 رسما بسيطا غير صفري. نرمز للرسم الضلعي للرسم © بالرمز 
(6)[ ونعرفه كما يلي : رؤوس (1)0 هي أضلاع © ويتجاور رأسان في 
(2)6 إذا وفقط إذا كانا متجاورين في 6. 


Y۲‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


ENO CELLE E ES 


( یا ایت صبواب أو خطاها يلى: اذا كان K)6(‏ انلیا فان 6 
اويلري. 


(۳,۲) الرسوم الماملتونية 

تسمى كل دورة مولدة لرسم © دورة هاملتونية عار ٢14ص‏ †اi 3am‏ في 
6» ويسمى كل مر مولد ل © مرا هاملتونياً طنهم صدنهه؛1نصدك8 في 6. وإذا 
احتوى الرسم 6 على دورة هاملتونية فيقال إنه رسم هاملتوني 
«Hamiltonian graph‏ أما إذا احتوى 6 على تمر هاملتو ني فيقال إنه رسم 
نصف هاملتو ني .Semi-Hamiltonian graph‏ 
ملاحظة ١‏ ”7) 

بدأ هاملتون دراسة الرسوم الہاملتونية بالرسم الموضح في شكل(7,57) والذي 
هو ا لا ني عشري الوجوه 0006031605017 على المستوى. 





مبرهنة ٤(‏ ,۳) 
إذا كان ) 520 امانا فان | 8| ك ( 5 - )6G‏ ممه لكل مجموعة جرئية فعلية 


غير خالية 5 من (6) ”7 حيث (5- 7)) 0077 هو عدد مركبات الرسم 5- ©. 


الرسوم الأويلرية والرسوم الاملتونية ۷۳ 


البرهان 

تتحقق العلاقة عندمايكون 1-(5- 0) 07#2ج. لذلك» نفرض أن 
comm )G -$ (= ۳ <[‏ وأن 660.7 هي مركبات الرسم - 2). 
ولتكن ٠٠۷,۴, ۷,8,٠,‏ ۷۴۷ دورة هاملتونية في 7. واضح أنه إذا كان ۾ 
هو أكبر دليل بحيث ٤>6,‏ ,۷ فان 5ك ,۷ حيث نحتبر ,۷= م۷ عندما يكون 
= #6. وبما أن هذا متحقق لكل 77> 1>7غ2 فينتج أن .comp (G - 8 ( > S|‏ 
مبرهنة ١ت,‏ 3) 

ليكن رسا رشن قن 7 رأسين غير متجاورين في 6 بحيث 
7 < 0687 + 0687 . عندتٍء 6 هاملتوني إذا وفقط إذا كان + © هاملتونيا. 
البرهان 

واضح أنه إذا كان 2000 فان ۷+ 6 هاملتوني. الآن» نفرض أن 
+ 6 هاملتوني. وبهدف الحصول على تناقض» نفرض أن © غير هاملتوني. 
إدن كل دورة هاملتونية في 0+ 6 لابد أن تحتوي على الضلع N‏ 
لاير6( ۷ =) و © ۷ ر ۷= يه : € دورة هاملتونية في ۷+ 6). إذا 
وجد 7-1> 27> 3 بحيث ,دا مجاور ل ,۷و ,<* جاور لي , .ا فاإن الدورة 
٠٠۷, ۷‏ 2 الموضحة في شكل(/17,١)‏ تكون هاملتونية في 6. 
إذن لكل رأس ,۷ مختلف عن ,ذا ومجاور ل ,« في 6 فإن الرأس ,ر۷ غير مجاور 
ل ,,7. وعليهء فإن 


م[ ل 


22-1 ˆ 1 [1 


¥ 


deg, 17 <n -2-(deg, ¥, -1( - 7-1- deg, v, 


إدن 7-1 > ,۷ عeل‏ + ,۷ deg‏ ؛ وهذا تناقض. ل] 


7 مقدمة في نظرية الرسومات 





.)7 ,!١لكش‎ 


ا ا 21007 025 
الرسوم يحيسث ,[,*+ ,6= ,© » ,ل ,× رأسان غير متجاورين في الرسم 
© » #< ,بر x, +deg,‏ موعل لكل 1- ۸> 20>7 ويحیث #> بر معه0+ deg, x‏ 
لكل راسين غير متجاورين في وكا سی ,7 إغلاقا closure‏ للرسم .G‏ 
مبرهنة (1,؟) 

إذا كات 6 سارت > اق كز سن 8 ر6 قال 33:6 
eee‏ 
البرهان 

لتكن ,٠,٠٠٠,ر٠,٠‏ هي متتالية الأضلاع التي أضيفت إلى © للحصول على 
,0 ؟ ولتكن .»0٠د‏ /.ر/ هي متتالية الأضلاع التي أضيفت إلى © للحصول 
على ,/6. ستثبت أن كل ,» ضلع في 6 وأن كل ,/ ضلع في ,6. وبهدف 
الحصول على تناقض» نفرض أن ” هو أصغر دليل بحيث (,,©) 1ع ,©. ضع 


Cr, رسم جرني را كل هعرد الرسمين‎ H ادن‎ +H =G +16 02,ê, 


الرسوم الأويلرية والرسوم الاملتونية ۷o‏ 


ف تاب عدت =×y‏ ,© ؛ ينتج من تعريف ,© أن 7< deg, x +deg, y‏ 
وعليه» فإن 
< مر روعل + y - deg, x‏ ,موعل + x‏ ,موعل 

ويتناقض هذا مع كون × و ر غير متجاورين في ,,©. وبالمثل» كل ,/ ضلع في 
فعا 0 كعم 1م" 

بناء على مبرهنة (7,7)» فإنه يوجد إغلاق وحيد للرسم © الذي رتبته 7. 
نستخدم الرمز () ء للدلالة على إغلاق ©. 
مبرهنة (۳,۷) 

6 رسم هاملتوني إذا وفقط إذا كان (6) © رسما هاملتونيا. 
البرهان 

نفرض أننا قد أنشأنا ( 6) © بعد إضافة الأضلاع »©,,©,,٠00.2©.‏ على التوالي» 
إلى ©. ضع ,6+ ,6= ,© لكل 5# 157 حيث 0- 00 و (6)0- ,0. 
ينتج من التطبيق المتكرر لمبرهنة (3,0) أن 6= ,6 هاملتوني إذا وفقط إذا كان 
© هاملتونياء وأن ,6 هاملتوني إذا وفقط إذا كان ,0 هاملتونياء وهلم جرا. 
إذن ,6= © هاملتوني إذا وفقط إذا كان (0) © هاملتونيا. 
نتيجة (۳,۱) 

إذا كان 50000 3< 7 وإغلاقه ,, -(0) 2 فإن 6 هاملتوني. 
البرهان 

الرسم التام ,1 هاملتوني. إذن (7) © هاملتوني وينتج من مبرهنة (۳,۷) أن 
6 هاملتوني. 


۷٦‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


نتيجة (۴,۲) 

إذا كان 6 رسما رتبته 3< 7 وكان 7۸> degx +degy‏ لكل رأسين X,Y‏ 
البرهان 

ينتج من تعريف (6) © أن ,= (جاء. وعليه: استنادا إلى نتيجة (١,۳)ء‏ 
نجد أن 6 هاملتونى. 
نتيجة "١٠‏ , 37) 

اذا گان © رسما رتیه 3< ود وكان 2 dex‏ لکل )G(‏ 7> ×» فإن 6 
البرهان 

5 Fi F1 5 

اض ان 7-- +- < degx +degy‏ .راسين 2,۷ غي متحاأور د: 

واضح لا دارم 8 لكل راسين 1,* غير متجاورين 
فى ©. إذن 6 هاملتونى بناء على نتيجة(7,7). 
نتيجة (5, 73) 


0 


| / 7-1 
إذا کان 6 وارد 3 ح 77 وحجمة 71 2ع وكان | 7 |<« فان 


6 هاملتونى. 
البرهان 


إذا كان ,۸= © فإن © هاملتوني. الآنء نفرض أن ,لع © .لیکن ,× 





أى رأسين غير متجاورين في 7 جاه أن 7ح زع06+ 2«دعء»0. ضع 


: 5 ى 2 -[7 3 
ده - 6- اا واضح أن | : <01 2 وان 





E(H) 





E (G)|- 





degx +degy = 
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7-1 1-2 
degx +degy 1 : أ-0ز‎ : | 


وعليهء. فإن 7< degx +degy‏ لكل رأسين ,لا غير متجاورين ف ©). 
بالاستناد إلى نتيجة (۳.۲) نجد أن © هاملتوني. 
مبرهنة (۳,۸) 
لیکن 6 رسما رتبته 3< 7 » ولتكن 4,4752٠١4,‏ متتالية درجات 6 حيث 
بك« ع 0ت E E‏ انيه لكي 2 8 ]ذا كان CF‏ افان 
۸-< ,_,ك. عندئز» يكون © هاملتونيا. 
البرهان 
سشت أن (7) © رسم تام. بهدف الحصول على تناقص نفرض أن ()ء 
غير تام. وللبساطة» نستخدم فيما يلي الرمز 0687 للدلالة على درجة الرأس ١‏ 
في الرسم (©)ء. بما أن ( )© غير تام فإنه يمكننا أنه نختار رأسين ,× بحيث : 
() ,× غير متجاورين في () © 
)ت( m = deg x > deg y‏ 
(ج) 7 < deg x + deg y‏ 
(د) مرعءل0+ × عل أكبر ما يمكن 
نلاحظ أنه ينتج من (ب) و(ج) ان 2 - «deg x‏ وأن -m‏ م > .deg y‏ 
اا 
(« غير جاور رفي ٤)7 )6(١)[(:)0(‏ = 5 
(« غير جاور ل × في (6) :((+)ا(6) ٤)7‏ - 7 


ا مقدمة قي نظرية الرسومات 








ادن 
S|=n-1-deg y >n -1-(n -m) =m - 1‏ 
ب -1- =| 7T‏ 


وينتج من (د) أن - × وعل > «وde‏ لكل «v eS‏ وأن ور degv <deg y <n‏ 
لكل 7»> «. وعليه» فإنه يوجد على الأقل ” رأسا بحيث إن درجة كل منها فى 
( 6) © (ومن ثم في 6) أصغر من أو تساوي 77 ؛ إذن 77> ,,4. ومن ناحية ثانية: 
نلاحظ أن 8 تقتضي أن =m <n ~m‏ × 068 . إذن يوجد على الأقل 
- م - 1+ سم -1- - |( یں 7 | راسا بحيث درجة كل منها في (60)ح 
(ومن ثم في 6) أصغر من 7-77. وعليه فان 77-77 > , ,4. إن هذا يعطينا 
التناقض المطلوب. 
مبرهنة (۳,۹) 

لیکن ((2) نان )G(=7‏ 7) = © رسما ثنائي التجزئة. عندئل 

() إذا كان |7| |7| فإن © غير هاملتوني. 


و 17|- || وكان عع لكل ( 6) ٤۷‏ «؛ فإن 





5 
7 





(ب) إذا كان 2 < "= 
© هاملتوني. 
البرهان 

() لنفرض أن |ر |> |ر7|. إذن: 

comp (G -1” ل‎ - | 1”, < | 

وعليه فإن تطبيق مبرهنة(7,5) يؤدي إلى أن © رسم غير هاملتوني. 

(ب) بهدف الحصول على تناقض » نفرض أن © غير هاملتوني. با أن ,,,/ 
هاملتوني لكل 2 < 7» فإنه يوجد رسم غير هاملتوني 17 بحيث ) رسم جزئي 














الرسوم الأويلرية والرسوم الماملتونية ۷۹ 


مولد للرسم 11» وبحيث »+ ۸1 هاملتوني لكل (7) ٤٤‏ ». لسيكن 
e7‏ ر7٤‏ × رأسين غير متجاورين في 2. بما أن ر×+ 287 هاملتوني و 77 
غير هاملتوني › فإن كل دورة هاملتونية في + 17 محتوي على الضلع XY‏ 
وعليه فإنه يوجد تمر هاملتوني ۶ من × إلى ريي 77/. 


( ر =( برد ديرج ٣د‏ 2 ۷= (x‏ 0 


حيث الع رر ۷ر رو ۷ر ۷و اولح ور ے۷۷ 

لكل [2- 4,6,۰۰۰,2۸) e‏ 1ء إذا كان ( 4) >٤‏ ,س ر فان ( 8) ££ v۷,‏ 
وذلك لأن (#ع) E‏ € برد ۲ 7 يقتصىي و وجgودالدورة‏ الباملتونية 
E Dg N‏ ۷« ي الرسم غير المباملتوني 7 . إذن 
يوجد 1- ,068 رأسا غير جاور للرأس ,ر« في المجموعة (,<ا]- ,7. ولكن برا 
غير نجاو س ا ود بولا 


2 وبا أن degyv,‏ فان degv,, > 77 - 0681 e‏ 5 وهذا : يعطينا 


التناقض المنشود. ل] 

إنه لأمر طبيعي أن يصاحب الشروط المتعلقة بالرسوم الباملتونية شروطا 
متعلقة بالرسوم نصف الهاملتونية. وتوضح كل من النتيجتين التاليتين ذلك. 
نتيجة (5 , 7) 

إذا كان 6 رسما رثبته 7 وكان |]— 7> degx +degy‏ کل زاس X,Y‏ 


غير متجاورين في 6 ؛ فإن © نصف هاملتونى. 


A.‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 
إذا كان 7-1 فإن ,۸= 6»> وعليه فإن 6 يحتوي على مر هاملتوني تافه. 
نفرض الآن أن 2 + ونضع +K‏ 6- 8 حيث (2 -(,1) 7. نلاحظ أن 


(H)=n+1>3‏ 2 وان 





2+1 >1+ بر deg, x +1+ deg,‏ = نر deg, x +deg,‏ 
لکل رأسين ,× غير متجاورين فی #. وبالاستناد إلى نتیجة(۴,۲) نجد أن 72 
هاملتوني. الآنء نختار أي دورة هاملتونية © في ١8‏ فيكون (2)- © ممرا 
هاملتونيا في ©. إذن © نصف هاملتوني. 
نتيجة ,5١‏ "7) 
إذا كان 000 7 وكان س #دعء لكل (02) لاء ×؛ فإن ) 


البرهان 
واضح أن 


7-1 ۸# —-[ 


4+ = ۸ -[ 





degx +degy > 


لكل راسان ,× غير متجاورين في ©. إذن 6 نصف هاملتوني بناء على 
نتىجة(٥,۳).‏ ل] 

على وجه العموم» تعتبر مسألة بيان فيما إذا كان رسم ما هاملتونيا أم غير 
هاملتوني من المسائل الصعبة ؛ وتتمتع الدورات الماملتونية بخواص تساعد على 
إنشاء تلك الدورات كما يمكن استخدام تلك الخواص لبيان أن رسما ما رسم غير 


هاملتوني. نسرد فيما يلي بعضا من تلك الخواص. 


الرسوم الأويلرية والرسوم الماملتونية ۸١‏ 


() اذا كان ق 2 - degv‏ فإن كل دورة هاملتونية يجب أن تحتوي 
على الضلعين الساقطين على .١‏ 

(ب) إذا كان ۷ راسا بحیث 2 < 0687 فإنه يمكن استخدام ضلعين فقط من 
الأضلاع الساقطة على « عند إنشاء دورة هاملتونية : وعليه تهمل الأضلاع 
الأخرى الساقطة على « بحذف تلك الأضلاع عند المضي في إنشاء الدورة. 

(ج) عند إنشاء دورة هاملتونية في الرسم © فإنه لا يمكن الحصول على دورة 
في رسم جزئی من 6 إلا إذا احتوت تلك الدورة على جميع رؤوس 0 

(د) إذا احتوى الرسم البسيط المترابط على جسر أو مفصل أو رأس درجته | 
فإنه غير هاملتوني. 


غارین (۳,۲) 

1 إذا احتوى الرسم الترابط 6 على جسر أو مفصل أو رأس درجته‎ -١ 
فانست أن ا شير هاما‎ 

۳- إذا کان © نصف هاملتونى فأثبت أنه لا يوجد في © ثلاثة رؤوس درجة 
كل هنها:1. 

© - إا كان 6 منتظما من النوع 4 وعدد رؤوسه 7 فأثبت أن 6 هاملتونى. 

0- إذا كان © منتظما من النوع # وعدد رؤوسه 1- 24 فأثبت أن 6 

5-إذا كان © منتظما من النوع ۴ و 2+ ”2 < |( م) 7| فأثبت أن 6 

۷- أثيت أن ,0) رسم هاملتونى لكل 5< 7. 


۸۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


۸- أثبت أن المكعب الفوقي ,© رسم هاملتوني لكل 2< ۸. 
- إذا كان الرسم الثنائي التجزئة ( ,7لا ,7) = © نصف هاملتوني فأثبت 
أنه إما |7| =| 7 7[| - |17 |. 


أو 1= 











.77 لیکن 6 رسما بسيطا هاملتونيا عدد رؤوسه 3 < 7 وعدد أضلاعه‎ - ٠١ 
(Gr مجموعة رؤوس مستقلة (آي»› غير متجاورة زو جا زوجا) في‎ I ++ لشكن‎ 
.m-m'z>n وليكن (2- ×عde) < = '”. آثبت أن‎ 


عع 
-١١‏ إذا كان 3< 7 فجد عدد الدورات الماملتونية المختلفة في كل من ۸K,‏ 
و , MW‏ 




















5- إذا كان 2 < 7 فجد عدد الدورات الہاملتونية المختلفة في .K,‏ 
-١7‏ إذا كان 1< 7 فجد عدد الممرات الباملتونية المختلفة في ,,, ك. 


٤‏ - لكل من الرسوم في شكل(73,8)» بين ما إذا كان الرسم المعطى هاملتونيا 
وإذا كان كذلك فجد دورة هاملتونية فيه. 
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06- جد إغلاق ,يغ . 





.)", 9١لكش‎ 


١١7‏ - أعط مثالا لرسم غير هاملتوني © رتبته 3< 7 وحجمه 277 حيث 


m= +1 
2 


فمن (مابع 


الآأستوائبة 
PLANARITY‏ 
)4,١(‏ تعاريف ونتائج أساسية 

الرسوم () و (ب) و (ج) في شكل(5.1) تمثل نفس الرسم ,K.نقول‏ عن أي 
منها إنه ثيل للرسم ب . لاحظ أنه في التمثيل في الشكل (أ) يوجد ضلعان 
متقاطعان 4ه و 65 بينما في كل من الشكلين (ب) و (ج) لا توجد أضلاع 
متقاطعة. نقول عن ثيل لرسم 6 إنه تمثيل مستو 660165611811017 lı! planar‏ 
كان لا يوجد فيه تقاطعات بين الأضلاع (لا يشترط في التمثيل المستوي أن تكون 
الأضلاع مستقيمة) : ونقول عن رسم إنه رسم مستو graph‏ 0131313 إذا وجد له 
ثيل مستو. عليه ۸ رسم مستو. سنثبت فيما بعد أن كلا من الرسمين 3 


و غير مستو. 











00 





A“‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


ليكن © رسما مستوياً وليكن ممثلا في المستوى بتمثيل مستو. إن هذا التمثيل 
يجزئ المستوى إلى أوجه حيث كل منطقة مترابطة من المستوى متبقية بعد حذف 
ردوس وأضلاع الرسم 7) تسمى وجها ٥6‏ . ويسمى الوجه غير المحدود الوجه 
الخارجي 1266 :161ناه. شکل(۲.٤)‏ يوضح اسه سساو 0 


والوجه الخارجي 0 





7 (the outer face ) 


شك 2 


المبرهنة التالية تسمى صيغة أويلر Euler's formula‏ 
مبرهنة )5,١١‏ 

إذا كان ) LE El‏ « وعدد أضلاعه © وعدد 
أوجهه ر قان 7-2 د وير 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد أضلاع ©. إذا كان © رسما مترابطا 
عدد أضلاعه يساوي 0 فإن K,‏ = 6. عليه فالمساواة متحققة في هذه الحالة ومنه 


AV اا‎ 


المبرهنة صحيحة عندما يكون 0= ء. افرض أن المبرهنة متحققة عندما يكون 
۴0 و لقم 27 وسا ويا نترايظأ عدد رؤوية ٭ وهنو شلات دخ 
وعدد أوجهه / . نريد برهان أن 2 - كر + (1- ۸) -«. لدينا حالتان : 

الحالة الأولى : 7 لا يحتوي على دورات» إذن 17 شجرة. من مبرهنة (۲.۲) 
1+ م = ]۷-1 = ع ومته 2 = ۷. وحيث إن الشجرة رسم مستو وله وجه واحد 
فقط هو الوجه الخارجيء أي 1= / › فإن FSFE An‏ 
أي أن المبرهنة صحيحة في هذه ا حالة. 

الحالة الثانية : 77 يحتوي على دورة. عين دورة في 187 وضلعا ۷× فيها. عليه 
H —xy‏ رسم مترابط مستو عدد أضلاعه ۸ وعدد رؤوسه ۷ وعدد أوجهه 
كر ا رجینم # ا ارجا راتاق چ 1# مو ف 
الاستقراء 2 -1-كر +2 -< ومنه 2= كر +(1+ ) -۷. عليه المبرهنة صحيحة 
في هذه الحالة. 0 

لاحظ أن شرط الترابط ضروري في المبرهنة السابقة فعلى سبيل المثال الرسم 
المكون من رأسين منعزلين» يحقق شروط المبرهنة ما عدا شرط الترابط ومع ذلك 
فهو لا يحقق المساواة لأنه فى هذه الحالة 3 -2-0+1 - f‏ + م ١ا.‏ 

النتيجة التالية هى تعميم لمبرهنة .)٤.١(‏ 
نتيجة )٤,١(‏ 

إذا كان 6 رسما مكزعا غاد لوف < وعد عه 6.وضدد أرنعيية 7 


وعدد مركباته «Kk‏ فان [ +ع - +f‏ 6 ۷ 


AA‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 


لتكن و 67 هي مركبات الرسم 6 بحيث عدد رؤو س المركبة 
7) هو ,۷ وعد د أضلاعها ©. با أن 0 رسم مترابط مستو فإنه ينتج مم 
أ 


رخن (1,£) أن 2= ,+ ,€- ,۷. ومنه 2k‏ - ( ,7+ € 20 . أى : 


i= 
: /ر0 000 1 ت‎ k 1 
برو ,56 -». كذلك كك )+ ر‎ a ولكن‎ .۶«, -D e, +> f, = 2R 
= i=] =1 i=] i =] =1 
لن الوجه الخارجي يتكرر في كل المركبات فيكتفى بحسابه مرة واحدة. عليه‎ 
O .v-e+f =k +1 ûagv م-‎ +f +(k -1( - 
على الرغم من أن عدد الأضلاع في الرسم الذي عدد رؤوسه7 قد يصل إلى‎ 


)1 ا لعا كما ق الو سم التاح eK,‏ إلا أ ال الأعلى لعدد الأضلاع ٤‏ 


الرسيم امسوئ أقل من .ذلك كما فق الج الان 
نتيجة ١؟4,7)‏ 

إذا كان 6 رسما سردا مچ اطا عدد رؤوسه ۷ وعدد أضلاعه 3< 6ء فإن 
31-6 2 € 
البرهان 

لیک 0 OES TE‏ وعدن رحبا 
أ . نكون رسما ثنائي التجزئة ("7.,1,ئ[) = 11 حيث ...)= × هي 
جموعة أضلاع 01 1 ۲هي مجموعة أوجه 7). يكون ×y‏ 
ضلعاً في 7 إذا كان الضلع × أحد الأضلاع التي تحد الوجه ر .لکل وجه لر 
لاحظ أن 3 <(2) ,عمل لأن طول أي دورة على الأقل وعدا OEE‏ 


الاستوائية ۸۹ 


للوجه الخارجي لأن 3 < ء. كذلك 2 > (2) ,عمل لأن أي ضلع يحد على الأكثر 
وجهين. ينتج من مبرهنة )١,5(‏ أن 
د د ينا 
1 1 

عليه /3 < | £ |< 26 ومنه 37 < 2. بما آن © رسم مستو مترابط فهو يحقق صيغة 
أوبلرء أى أن 2= 7 +دء-نا ومنه 30-36437-26. عليه 317361-28226 
ومنه 6 - 3۷ > ©. 
ملاحظة )4,١١(‏ 

6 -30 > © متحققة أيضا عندما يكون الرسم © في نتيجة )٤.۲(‏ غير مترابط. 
ونترك إثبات ذلك تمرينا للقارئ. 

النتيجة السابقة تستخدم غالبا لإثبات أن رسما ما غير مستو كما في النتيجة 
التالية. 
نتيجة 5,7١‏ ) 

۸ رسم غير مستو 
البرهان 

للرسم .2 : 6-10 ,5 -2. ومنه 38-6 - 9 < 10 - #. إذن» حسب 
kK. (TIS‏ رسم غير مستو. 
مبرهنة ( )٤, ٣‏ 

اذا كان 6 یسا راا سرا کا بوبيك ق 6 رأس × بحيث 5 > («)ع06. 
البرهان 

ا 


ف اما 


۷ هو عدد رؤووس و ع عدد أضلاعه. إذا كان 3> « فان المطلوب 
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6 3۷> ©. نفرض أن مجموعة رؤوس 7 هي د ۲ وتمرض 
أن 6( «)ععل لكل 7ع ر. من مبرهنة 2,)١.١(‏ 
( ,)عع +٠٠١:+‏ (رعداوعل + ( 2e - deg(x,‏ 
دنه 
2e - deg(x,)+deg(x,) +--+ deg(x, ( < 6 +...+6- 0‏ 

وعليه فإن 3 < ». ومنه فإن 6- 37 > 30 » أي أن 6- > 0. وهذا تناقض. 
نتيجة )٤, ٤(‏ 

إذا كان 6 رسما مستويا مترابطا ولا يحتوى على مثلثات وعدد رؤوسه ا 
وعدد أضلاعه 3< ع فإن 4- 20 > 6. 
البرهان 
متروك تمرينا للقارئ. 
نتيجة (5,5) 

:و1 رسم غير مستو 
البرهان 

متروك تمرينا للقارئ. 

لاحظ أنه إذا تحقق لرسم 6 عدد رؤوسه ٠‏ وعدد أضلاعه © أن 3-6 > م 
فهذا لا يعني بالضرورة أن الرسم مستو. على سبيل المثال الر و يحقق المتباينة 
لكنه غير مستو. أي أن عكس نتيجة (4.7) غير صحيح. 


E)‏ قسنم الأضلاع ومبرهنة كوراتوسكي 


في شكل(۳.٤)»‏ الفرق بين الرسمين © و 8 أن الضلع عه في © قد أبدل 
بالممر © في 2. لاحظ أنه لو كان الرسم © مستوياً فإن الرسم 1 مستو لأنه 


الاستوائية ۹۱ 


يمكن الحصول على تمثيل مستو للرسم 77 من التمثيل المستوي للرسم © بإبدال 
الضلع 4 بالممر ©. والعكس كذلك صحيحء أي أنه يكن الحصول على 
قثيل مستو للرسم © من تمثيل مستو للرسم 17. نعرف عملية قسم ضلع 
edge subdivision‏ في رسم 6 بأنها حذف ذلك الضلع وإضافة مر طوله 2 
يربط بين طرف الضلع المحذوف. ويقال عن رسم ai} H7‏ قسم subdivision‏ 
للرسم © إذا أمكن الحصول على 287 من © بمتتالية منتهية من عمليات قسم 
الأضلاع. في شکل(۳,٤)ء‏ الرسم × قسم للرسم 6. 





هنة كوراة 751 “ التالية والتى ستقدمها دون بر ھان تى 
يدت 2 و 1 k‏ لتالية وا 1 8 برها ١‏ 
لبيوا للرسوم المستوية» علما أنها ليست خوارزمية مناسبة لاختبار استواء رسم. 
مبرقنة ر 
يكون الرسم مستويا إذا وفقط إذا كان لا يحتوي على رسم جزئى يكون قسما 
للرسم و أو للرسم وي . 
فل ر 
سنستخدم مبرهنة )٤,۳(‏ لإثبات أن الرسم © المعطى في شكل(٤.٤)‏ والذي 


بسمى رسم بيترسن 786161561 رسم غير مستو. الرسم 7 في شکل(٤.٤)‏ هو 


۹۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


6-0 وهو رسم قسم للرسم ر۸ كما هو موضح في شكل(5.5). من مبرهنة 





١‏ - هل يمكن أن يكون لرسم مستو 70 رأسا و 75 ضلعا و 6 أوجه؟ 

؟- کان 0 رما سكو عادر اوی 7[ وعد اا 3 < 6ع فأثبت 
أن 32-6 > ©. 

۳ لأي رسم مستو (£, 7) - 6» نقول إن 6 رسم مستو أعظمي 
maximal 1:‏ إذا كان + © غير مستو لكل رأسين غير متجاورين 
ارك EEE‏ سي مقي شد E‏ 3 < « وعدد أضلاعه 
8 فانست أن وخترو د م 

5- إذا كان © رسما مستویا مترابطا ولا يحوي على مثلشات وعدد رؤوسه 
۷ وعدد أضلاعه 3 - 6ع فاك أن 4 >y‏ ب 


الاستوائية 3 


5- إذا كان ) رسما مستويا مترابطا عدد رؤوسه ١‏ وعدد أضلاعه © وطول 


E 





أقصر دورة فيه يساوى ck‏ فأت أن (2-) 2 


۷ استخدم تمرين ٦‏ لإثبات أن رسم بيترسن غير مستو. 
/-استخدم رين ١‏ لإثبات أن الرسم © المعطى في شكل(5.0) غير مستو. 
4- إذا كان © رسما ثنائي التجزئة بحيث 4 < (5)0 فبين فيما إذا كان © 
بيتوي ا ل 
-٠‏ استخدم الاستقراء الرياضي على عدد المركبات لإثبات نتيجة .)5,١(‏ 
-١١‏ جد قيم 77,7 بحيث يكون كل من الرسوم التالية غير مستو. 
K, (Î)‏ 


(ج) ,0 
VA EG‏ 
() إذا كان 6 > « فأثبت أن 6 أو © مستو. 
(ب) إذا كان 11< « فأثبت أن © أو 6 غير مستو. 
(ج) إذا كان 8 = « فأعط مثالا لرسم 6 بحيث كل من 6 و © مستو. 
وأعط مثالا لرسم 77 بحيث كل من ۸1 و 17 غير مستو. 
؟- 
(أ) أثبت أن ,© يمائل الرسم 77 المعطى في شكل(4.0). 


(ب) أثبت أن و غير مستو. 





(فمن راس 


تلوين الرسوم 
GRAPH COLORING‏ 


(8,1) تلوين الرؤوس 
ليكن (£, 7) = © رسما بسيطا ولتكن © مجموعة نسميها مجموعة الألوان ونرمز 
لعناصرها بالرموز ٠٠٠,رء,,©.‏ كل تطبيق ج 7 كر بحيث (نز) “رعو ( ع«د) دن 
رأسين متجاورين ٤7‏ ,× يسمى تلوينا لرؤوس © أو اختصارا تلوينا للرسه 
coloring ©‏ hمraع.‏ نقول إن © قابل للتلوين بالنوع »۸ إذا وجد تلوين ل 6 
عندما #-[|0 )| ويسمى التلوين في هذه الحالة تلوينا من الدرجة #. نسمي 
)2 العدد اللوني ںہ chromatic‏ للرسم G‏ ونعرفه كما يلي : 
ر يوجد تلوين من الدرجة ۾ ل ©: min]‏ =( 2)0 . 

تحتوي المبرهنة التالية على معلومات بسيطة ومباشرة حول العدد اللوني. 
مبرهنة )9,١(‏ 

(أ) إذا كان عدد رؤوس 6 يساوي 7 فإن 7> ( 2)0 . 

زهب إذا كان رسيا سوكاهة 6 ili‏ ( )2 > ( 2)87 . 

(ج) إذا كانت ٠٠0,06,‏ 6,6 هي مركبات © » فإن ( ,0) ۽ ×4" =( 6) ×4 


l= =F 


unl CMI 


ت ۹ 
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(ه) ۸=( )K,‏ لكل 1< 7. 

(و) إذا كان ,× رسما جزئیا من © فإن 7<( 2)6 . 
البرهان 

الإثبات مباشر ونترك التفاصيل كتمرين للقارئ. 0 

تعطي المبرهنة التالية تمييزا سهلا للرسومات التي عددها اللوني 2. 
مبرهنة (9,۲) 

ليكن © رسما غير صفري. عندئزٍء 6(=2) إذا وفقط إذا كان © ثنائي 
البرهان 

ليكن (:2, 7) = © ثنائي التجزئة بحيث 7لالآ = 7. بما أن © غير صفري 
فان 2 < (2)0 . بتلوين عناصر × باللون ,© وعناصر 7 باللون ,»© نجد أن 6 
قابل للتلوين بالنوع 2 » وعليه فإن 2 -(7)6 . 

بالعكس» افرض أن 2=( 2)6 . إذن يوجد تلوين من الدرجة 2 ل ©. لتكن 
أل مجموعة الرؤوس الملونة باللون ,© و ۲ مجموعة الرؤوس الملونة باللون ,©. 
إذن كل رأسين في × يكونان غير متجاورين كما أن كل رأسين في ۲ يكونان غير 
متجاورين أيضا. وهكذا فإن كل ضلع في © يكون أحد طرفيه في × والطرف 
الآخر في 7. عليهء» (£, 7) = © ثنائي التجزئة حيث ۲ل × = 1.7 

ينتج من المبرهنتين السابقتين أن تمييز الرسومات التي عددها اللوني 1 أو 2 
أمر سهل. لا يوجد تمييز بسيط للرسومات التي عددها اللوني 3› ولكن توجد 
نتائج تعطينا حدودا دنيا وحدودا عليا للعدد اللوني. 


تلوين الرسوم ۹۷ 

)5,١( نتيجة‎ 

3< إذا وفقط إذا كان 6 يحتوي على دورة فردية. 
البرهان 

نعلم من مبرهنة )١1,5(‏ أن © ثنائي التجزئة إذا وفقط إذا كان © لا يحتوي 
على دورات فردية ؛ وبتطبيق مبرهنة (0,۲) ينتج المطلوب. ل 

نذكر الآن بدلالات بعض الرموز. 

A(G)= max {degv .v eV (G ) (0) 

6 (G ( = min ! بوعل‎ ver (G)} (ب)‎ 

(ج) ر رأس مجاور للرأس ×: بز) -(*) × 
مبرهنة )٥,۳(‏ 

x (G )<۸A(G (+1 
البرهان‎ 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس #. إذا كات 1= ۸ فان 
0 -(4)6: 1-(72)6 ويتحقق المطلوب. افرض الآن أن النتيجة صحيحة 
لكل رسم بسيط عدد رؤوسه 1< ۸ وافرض أن 6 رسم عدد رؤوسه 7+1. 
خر راا « في 6 واعتبر الرسم ۷- ©. بما أن عدد رؤوس «- 6 يساوي 7 
فإنه ينتج من فرضية الاستقراء أن 1+( - ۸)6 >( ۷- 6) ر وعليه فإنه يوجد 
تلوين من الدرجة 1+(۷- ۸)6 ل ۷- ©. افرض أن ( <- 4)0 =( ۸)6.إن 
المتباينة ( 4)6 > |( ) ۷ تبين لنا أنه يمكن تلوين « بأحد الألوان المعطاة والذي 


يختلف عن ألوان الرؤوس المجاورة لر « وعليه نحصل على تلوين من الدرجة 


۹۸ مقدمة في نظرية الرسومات 
1+( )4 ل ©. أما إذا كان )»- ۸(G)# ۸(G‏ فإن A(G -v)<۸(G)‏ 
وعليه فإنه يمكن تلوين ١‏ بلون مختلف عن الألوان المعطاة فنحصل على تلوين 
من الدرجة 2+(<- 4)6 ل 6.أى»ء نحصل على تلوين من الدرجة 
J A(G)+1‏ ©. لا 

واضح أنه إذا كان © رسما تاما أو دورة فردية فإن 1+( ©)4 - ( 2)6 . وإذا 
استثنينا هذه الرسوم فإنه يمكن تقوية مبرهنة (0,7) بحيث يصبح الحد العلوي 
(©)4. نستخدم في إثبات المبرهنة المقواة طريقة لتغيير ألوان رؤوس ما بحيث 
نحصل على تلوين آخر للرسم. تسمى هذه الطريقة إعادة التلوين ونقدمها فيما 
يلى. ليكن لدينا تلوين من الدرجة 2< # للرسم © ولتكن © مجموعة الألوان. 
لتكن 5 مجموعة جزئية من ) بحيث 2 <|5]| وليكن (5) 7 الرسم الجزئي من 
6 المحدث بمجموعة الرؤوس التي ألوانها من 5.. واضح أنه إذا كان لدينا تبديل 
ل قفان اضراع هاا السدنا على الوا ركوس م كات ماك 731 مظنا 
تلو ینا ES) LTE a‏ بدلا (؟5) H‏ عندما تكون 
ا ارس اک اك و 
مثال (١١,ه)‏ 

نستخدم 1,2,3 بدلا من ,©,ر,,» للدلالة على ألوان الرؤوس في 


شكل(02,1) التالي الذي يوضح تقنية إعادة التلوين باستخدام (1,3) ۴1 . 








تلوين الرسوم ۹۹ 

مبرهنة (8,5) (مبرهنة بر و کس 870018) 

إذا كان (2, 7) = © رسما بسیطا مترابطا غير تام يحيث 3< (4)6 فإن 
( )4 >(2)6. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس 7. بما أن 4)0(<3 فإن 
4< . إذا كان 4= ” فإن © يمكن أن يكون أحد الرسوم الثلاثة (أ)» (ب)» 
(ج) الموضحة في شكل(0,7). 








00 (ب) ١ج(‏ 


.)5 , ؟5١لكش‎ 


واضح أن العدد اللوني لكل من الرسمين في الشكلين (0,7)() و (0,7)(ب) 
يساوي 3 وأن العدد اللوني للرسم في شكل(0,7)(ج) يساوي 2 ؛ وعليه فإن 
( 4)6 > (2)06 . نفرض الآن أن 5 < 7 وأن المبرهنة صحيحة عندما يكون عدد 
الرؤوس يساوي 7-1. ليكن عدد رؤوس 6 يساوي 7. إذا وجد ٤١‏ ۷ بحيث 
( 4)6 > «ععل فإنه يمكن تلوين الرؤوس ف (:) ۸N‏ بألوان عددها أقل من 
(4)6 وبتلوين « بلون آخر نجد أن © قابل للتلوين بالنوع ( 4)6. إذن نفرض 
أن © منتظم من النوع (۸=۸)6. 
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ليكن ٤7‏ «. ينتج من فرضية الاستقراء أن «- 6= # قابل للتلوين بالنوع 
5 . إذا وجد ,2 بحيث إن الرؤوس في ( ”0 77 غير ملونة به فإنه يكن تلوين < ب 
© ويكون © قابلا للتلوين بالنوع 4 . إذن نفرض أن إر ۷,٠٠٠,ر‏ ۷ر« - (0) ۸ 
ا تادعم تقر ما تة على الو تب لاان قر وة ف تلو من 
الدرجة ۸ للرسم ۸1. 

ان الرسم H (c,,c,)‏ حيث 7 ± 1. إذا كان ,۷و ,۷ ينتميان إلى 
مركبتين مختلهتين في هذا الرسم فإننا نعيد تلوين رؤوس إحدى المركبتين فنحصل 
على تلوين من الدرجة 4 ل 7 بحيث يكون أحد الألوان غير مستخدم في تلوين 
الرؤوس في (”) /7 وبتلوين « بهذا اللون نحصل على تلوين من الدرجة 4 ل 6. 
إذن فر الآن أن ,و نايعيان إلى إحداى مرکات ( ,8)66 ولتكن . 2 

إذا كانت درجة ,< فى ,#7 أكبر من 1 فإنه يوجد رأسان فى ( ,02 × لہما 
اللون ,©ء وهكذا فإنه يوجد لون © مختلف عن ,© و ,© لم يستخدم في تلوين 
الرؤوس في ( ,”) 7 عند تلوين 77. وعليه فإنه يمكن إعادة تلوين ,« باللون ٠,‏ 
ومن ثم تلوين « باللون ,© فنحصل على تلوين من الدرجة 4 ل ©. لذلك 
هكن فرض أن درجة ,۷ في ,77 تساوي 1. وبا مثل يمكن فرض أن درجة ,” في 
,8 تساوى 1. ليكن 7 مرا من ,ل إلى ,« في ,27 » ولنفرض أن درجة أحد 
رؤوس ‏ الداخلية في ,28 أكبر من 2. ليكن © هو أول رأس بهذه الصفة من 
جهة ,۷ ولنفرض أن © له اللون ,ع. إذن يوجد ثلاثة رؤوس في (2) × لها 
اللون ,© ؛ وهكذا فإنه يوجد لون +2 مختلف عن ,© و,© لم يستخدم في تلوين 


الرؤوس في (2) 77 عند تلوين 7. وعليه فإنه يمكن إعادة تلوين © باللون ٥,‏ 


تلوين الرسوم ۰١‏ 


ومن ثم إعادة تلوين الممر الجزئي من ۶ بدءا من ,« وانتهاءً بالرأس الذي يسبق 
© مباشرة فنحصل على تلوين يكون فيه ,۷ له اللون ,©. وهكذا فإنه يمكن 
تلوين « باللون ,ع. وبالمثل إذا كان © له اللون ,ء فإنه يمكن تلوين « باللون 
© أيضاً. إذن يمكن الافتراض أن ,۸1 مر من ,إلى لكل + 1. 

لیکن ,۷+ 2 رأسا بحيث 2 ينتمي إلى كل من ,11 و »۳ حيث 7+ ). 
إذن 2 له اللون ,© ويوجد رأسان في ( 2) N‏ لبما اللون ,© كما يوجد رأسان 
في (2) N‏ لمما اللون م©. وهكذا فإنه يوجد لون ,2 مختلف عن ,©, ٥,٥,‏ لم 
يستخدم في تلوين الرؤوس في ( 2) ۸N‏ عند تلوين 77/. وعليه فإنه يكن إعادة 
تلوين 2 باللون ,© ومن ثم إعادة تلوين الممر الجزئي من ,امن الرآس 
الذي يلي 2 مباشرة وانتهاء بالرأس ,۷ فنحصل على تلوين يكون فيه ,< له 
اللون ,©. وهكذا فإنه يمكن تلوين <« باللون .٥,‏ إذن يمكن الافتراض أن 77 
00-0 لبما رأس مشترك واحد هو 7 

الآنء نتم البرهان وذلك بأن نبين أن الافتراضات تؤدي إلى التناقض بأن © 
رسم تام. افرض أنه يوجد رأسان غير متجاورين 7و ولد سكن 0 هوالرأس 
جاور للرأس ,< في ,2. واضح أن © له اللون ,ء. ليكن ,« رأسا مختلفا عن 
كل من ,۷ و ,۷. بإعادة تلوين ,17 حصل على تلوين يكون فيه ,” له اللون .٥,‏ 
في التلوين الجديد» تنتمي © إلى كل من , 77 و , .إن هذا يناقض الفرض بأن 
ولو 7 ساراس م لحن شق 17 ,7و ¥ اوران لكا 
# 1. عليهء الرسم التام ۸ رسم جزئي من ©. ولكن 6 رسم منتظم من 
النوع 4 ومترابط» إذن .۸= 6. وهذا هو التناقض المطلوب. [] 


۲ مقدمة في نظرية الرسومات 


يمكن الاستناد إلى مبرهنة (0,5) للحصول على تقريب للعدد اللوني 
اع + اع گن ا سنت دايا انا لدرفة 2069 بدرة ورن 8 وذلك 
عندما تكون درجات رؤوسه متقاربة. 
مثال )٥,۲(‏ 

نعتبر رسم بيترسن . بما أن 7 منتظم من النوع 3 فإنه ينتج من مبرهنة 
(0.5) أن 65(>3)ج. وبماأن 7 يحتوي على دورة فردية فإن 3< (۲) 4 
حسب النتيجة .)0,١(‏ وعليه فان 3 -(2)5ر. 0 

لا كانت النجمة £ رسما ثنائي التجزئة فإن 2 -(, )2 ولكن 
7 -(,,)4. ويجد القارئ بسهولة أن 1- (=١‏ ,۸7 بينما 4 - (,07) ر 
لكل عدد زوجي 4 < 7 و3-(,2)07 لكل عدد فردي 5< 7. وعليه توجد 
رسومات © بحيث يكون الفرق كبيرا بين ( 2)6 و( 4)6 وتكون مبرهنة 
بروكس قليلة المائدة بالنسبة لما. 

نقتصر الآن الدراسة على الرسوم المستوية حيث توجد نتائج قوية. تعتبر 
مبرهنة الألوان الأربعة أبرز هذه النتائج وقد استند الإثبات بقوة إلى الحاسوب ؛ 
من الجدير بالذكر أن السعي لإثباتها قد أثرى نظرية الرسومات بالعديد من النتائج 
ونورد فيما يلي نص إحدى صيغ هذه المبرهنة. 
مبرهنة (8,5) (مبرهنة الألوان الأربعة) 

اکان € رسا سغعرياء قان 206144 

يمكن بسهولة إثبات أن 6> ( 6) . في الحقيقة:ء يكن استخدام الاستقراء 


الرياضي على عدد الرؤوس ومبرهنة )٤,۲(‏ التي تفيد أنه يوجد في © رأس ١‏ 


تلوين الرسوم e‏ 


بحيث 5> «عهل. كما يمكن بالطريقة نفسها وبقليل من الجهد إثبات أن 
5 >( 2)0. 
مبرهنة (0,5) (مبرهنة الألوان الخمسة) 

إذا كان يي مت لان 5 >( 2)0. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس 7. واضح أن النتيجة 
صحيحة عندما 5 > #. افرض الآن أن 6 رسم مستو عدد رؤوسه 6< م7 وأن 
النتيجة صحيحة للرسوم المستوية التي عدد رؤوسها أقل من 7. يوجد في ) 
راض ۷ بحيث 5 > 0687 (انظر مبرهنة .))٤,۲(‏ ينتج من فرضية الاستقراء أنه 
يوجد تلوين من الدرجة 5 للرسم ۷-  -©‏ . إذا كانت 5> «عمل فإن 
4 ”) ۸۷| وعليه يوج د لون لم يستخدم في تلوين الرؤوس في (0) 3 
وبتلوين ” بهذا اللون نحصل على تلوين من الدرجة 5 للرسم 6©. 

نمرضص الآن أن 5 - «معء0 وأن اناري الآزو تار ملي نة ١‏ > ( بالق وتفسرطق أن 
٠‏ رو مرتبة في المستوى حول ٠‏ مع عقارب الساعة كمافىي 
شكل(0,5)(د). إذا وجد لون لم يستخدم في تلوين الرؤوس في (0) N‏ فإنه 
يمكن تلوين « به والحصول على تلوين من الدرجة 5 ل ©. لذلك نفرض أن 
SNP.‏ ملونة على الترتيب بالألوان المختلفة ل ل ا ير 
الآن الرسم (؛©,,©) 77. إذا كان ,۷ و و« ينتميان إلى مركبتين مختلفتين في هذا 
الرسم فإننا نعيد تلوين إحدى المركبتين فنحصل على تلوين من الدرجة 5 ل 77 
بحيث يكون أحد الألوان غير مستخدم في تلوين الرؤوس في («) 27 وبتلوين « 
بهذا اللون نحصل على تلوين من الدرجة 5 ل ©. أما إذا كان ,لا وو« ينتميان 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


إلى المركبة نفسها فإنه يوجد مر من ,۷ إلى و« ملون باللونيين ,© ويء. وا أن 6 
مستو فينتج أن ۷ و ,۷ ينتميان إلى مركبتين مختلفتين في الرسم (يء,يه) 17 ؛ 
اغا تلو إنحدض 11 كن فكينا انها تلوين مر الذريجة 5 1 © 


)5,١( تمارين‎ 

.)0,1( أثبت جميع فقرات مبرهنة‎ - ١ 

؟ب ات اد إذا كان 6 رما فت اطا فان 1+( 6 قد )تر اا رط اذ 
SE‏ الريك 

۳- أثبت أن 2 - (,72)0 لكل عدد زوجي 4< 7 وأن 3-(,2)6 لکل 
عدد فردي 3 - 77. 

؛ - أثبت أن 4 -(,2)07 لكل عدد زوجي 4< 7 وأن 3-(,207 لكل 
عدد فردي 23 

- جد (,4)0 . 

.۸)9,( جد‎ - 1١ 

۷- أثبت أنه إذا كان © يحتوي على دورة فردية وحيدة فإن 3-(72)6 . 

اه أقيت أنه إذا کان 6 رسا يديظا میا خد روو آقل من أو يسار 
1 فإنه يوجد رأس × في © بحيث 4 > «وهل ؛ ثم أثبت أن 4 > (0) 2 . 

4 - أثبت أنه إذا كان © رسما بسیطا مستويا عدد أضلاعه اقل من أو يساوئ 
9 فإنه يوجد رأس × في © بحيث 4 > ×عءل ؛ ثم أثبت أن 4 > (0) 2 . 

نات إذا كان 6 رسما سيط غ 6) قو كا نجدة رقوسه وا 
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آ1 (أ) أعط مثالا لرسم مستو 6 بحيث لا يحتوي على ,× ولكن 


.X(G)=4 
ESS 


7- إذا كان 4 > ( 7)6 فهل يقتضي هذا أن يكون © مستویا أم لا؟ 
- أثبت أنه إذا كان 6 رسما بسیطا مستويأ ولا يحتوي على دورات ثلاثية 
فإنه يوجد رأس × في 6 بحيث 3 > ؛ ثم أثبت أن .X(G)<4‏ 
18- إذا كان © رسما بسيطا بحيث يكون لكل دورتين فرديتين رأس مشترك 
فأثبت أن 5 > ( 7)6 . 
٥‏ - آثبت أنه إذا كان يي د EE OL‏ 
3 فان 2 + ( )72 . 
1 وسيسفى الرسسم 6 رسيا حرجا مسن الوم ٭ اكان 
-(2)6 ,>( د 2)26 لكل راس في .G‏ 
() جدا الس ري ات و عي عور 3. 
(نب) أغط مقالا لرسم حرم من د 
EES‏ 6 حرجا من النوع م فان 1- ۸ <( 5)6 . 
(د) أثبت أنه إذا كان 6(=۸) 4 فإن 6 يحتوي على رسم جزئي حرج 
من النوع ۸. 
١١‏ - إذا كان 3< #-<(2)0 فأثبت أن 6 يحتوي على دورة طولها على 
الأقل 8 


- إذا كان طول أطول ثمر في © يساوي ” فأثبت أن 1+ ”> (4)6. 


(8,7) تلوين الأضلاع 

ليكن (, 7) = © رسما بسيطأ غير صفري . لتكن © مجموعة نسميها مجموعة 
الراب وف اف هايا ع ريق نه كل لبق ا ل بيت 
('©) /+() / لكل ضلعين متجاورين ٠,٤‏ يسمى تلويناً لأضلاع © أو 
ا تلوينا ضلعيا للرسم 6 oringاco .edge‏ نقول إن 6 قابل للتلوين 
ضلعيا بالنوع # إذا وجد تلوين ضلعي ل © عندما ۸=| ©| ويسمى التلوين 
الضلعي في هذه ال حالة تلوينا ضلعياً من الدرجة ٭ 00105108 #عله-». ونقول إن 
اللون ,© حاضر عند × إذا كان × طرفا لضلع ملون باللون ,©.يسمى 

1 يوجد تلوين ضلعى من الدرجة 7 ل xX, (G )= min{k :G‏ 

.edge chromatic number G العدد اللوني الضلعي للرسم‎ 

تزودنا المبرهنة التالية بمعلومات بسيطة حول العدد اللوني الضلعي. 
رها ر 

A(G) > x, (G) (D 

(ب) إذا کان 28 رسما جزئياً من © فان )G(‏ × > (8) ,2 . 

(ج) ANONS‏ لكل عدد زوجي 4< + و )٤,(=3‏ یړ لكل عدد فردی 
3 

(د) 1- ۸=( ,۳ لكل 4< 7. 
البرهان 

الوثبات مباشر ونتركه كتمرين للقارئ. ل 

تعين النتيجة التالية العدد اللوني الضلعى للرسم التام. 





تلوين الرسوم ١١0‏ 


مبرهنة ١/,ه)‏ 

() 7 -(, )يبر لكل عدد فردي 3< ۸. 

(ب) 7-1 -(,2,)6 لكل عدد زوجي 2< 7. 
البرهان 

() بماأن 1- ۸=( ,۸)۸ فإن 1-<(,5)ير.افرض أنه يوجد تلوين 
ضلعي من الدرجة 7-1 ل ,ك2 . بما أن ” عدد فردي فإن عدد الأضلاع التي لہا 


عو ا ع 7-1 
اللون نعسه اقل من أو يساو 5 





؛ وعليه فإن عدد أضلاع ,۸ أقل من أو 
n(n -1)‏ 





يساوي × وهذا يناقض أن عدد أضلاع ,۸ يساوي 


إذن 7< (,ك) ييز . ولبيان أن 7= (,) ر فإننا ندنشئ فيما يلي تلوينا ضلعيا 
من الدرجة ۸ ل ,. نمثل رؤوس ,2 برؤوس مضلع منتظم في المستوى ويلون 
كل ضلع من أضلاع المضلع المنتظم بلون مختلف عن ألوان الأضلاع الأخرى. بما 
أن كل قطر من أقطار المضلع المنتظم يوازي ضلعا واحدأ من أضلاعه فإننا نلون 
كل قطر بلون الضلع الوحيد الموازي له فنحصل على التلوين الضلعي المطلوب. 

(ب) لیکن « أحد رؤوس ,2. بماأن ۷ے يماثل الرسم التام ,كر 
و 71-1 عدد فردي فإننا نلون أضلاع ذف ,كك كماف الفقرة (). لیکن × رأسا 
في الرسم «- ,. بما أن درجة × في - ,م تساوي 7-2 فإنه يوجد لون 
غائب عن × ؛ أي» لم يستخدم في تلوين الأضلاع الساقطة على *. نلون 
الضلع «١‏ بهذا اللون. واضح أنه إذا لونا الأضلاع الساقطة على ١‏ بهذه الطريقة 
فإننا نحصل على تلوين ضلعي من الدرجة ۸-1 للرسم وك وفيا أن 


A(K,)=n -1‏ < ( , 2 )يج فإن 7-1 - (, 2 ) يز . لا 


۰۸ مقدمة في نظرية الرسومات 

سنستخدم طريقة إعادة تلوين الأضلاع في إثبات المبرهنة المتعلقة بالعدد اللوني 
الضلعى لرسم ثنائي التجزئة وغير صفري. تستخدم هذه الطريقة لتغيير ألوان 
أضلاع ما بحيث نحصل على تلوين ضلعي آخر للرسم. ليكن لدينا تلوين ضلعي 
قن الدريحة 2< + للرسيم 6 وليكن ,ع6 لونن لفن ليكن [رديء) 77 
الرسم الجزئي من © ا محدث بمجموعة الأضلاع الملونة باللون ,© أو باللون ,©. 
کی مرف ( ر٥‏ ,) 27. واضح أن × مر مفتوح أو دورة زوجية وأننا 
إذا بدلنا لوني أضلاع × فإننا نخصل على تلوين ضلعي آخر للرسم 6 
مبرهنة (5,5) 

إذا كان © رسما بسيطأ ثنائي التجزئة وغير صفري فإن ( 4)©6 =( 6) ,2 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد الأضلاع «7. إذا كان 77-1 فإن 
)6G (=4)6 (=1‏ ,4 . نفرض الآن أن 1< م a ai‏ 
بسيط ثنائي التجزئة وغير صفري وعدد أضلاعه أقل من #. لیکن 6 رسما 
بسيطأ ثنائي التجزئة عدد أضلاعه يساوي 77. بما أن ۸)G(‏ <() ر فيكفي 
ان نثبت أنه يوجد تلوين ضلعي من الدرجة ( ©)4 للرسم 6. 

نعتبر الرسم ©#- 6 حيث إن « - © ضلع في ©. ينتج من فرضية الاستقراء 
أنه يوجد تلوين ضلعي من الدرجة (6- ۸)6 وعليه يوجد تلوين ضلعي من 
الدرجة ( ۸)6 للرسم - © وذلك لأن ( ۸)6 > (6- ۸)6. سنبين أنه يمكن 
استخدام هذه الألوان نفسها والتي عددها ( ©)4 لتلوين أضلاع الرسم ©. با 

أن ( ۸)6 >( ×) چە والضلع ,×= © غير ملون فإنه يوجد لون غائب عن 


تلوين الرسوم ۹ 


الرأس × ؛ وبالمثل يوجد لون غائب عن الرأس «. إذا وجد لون غائب عن × 
وغاتب عن ر كما أنه يوجد لون © حاضر عند ل وغائب عن 7. 

لتكن هي مركبة (,»,,ء) 8 التي تحتوي على سس الان ان م 
عليه؛ يوجد نمر ۶ من × إلى رفي ×؛ وبما أن × و بر متجاوران في الرسم 
ثنائي التجزئة © فلا بد أن يكون مرا فرديا. وعليه فإن الضلع الساقط على 
ر فی ۶ ملون باللون ,». وهذا يناقض أن ,ء غائب عن ر. إذن × لا تحتوى 
غلى ل 

نقوم الآن بإعادة تلوين أضلاع × فنحصل على تلوين ضلعي يكون فيه ,© 
غايا عن واکان e,‏ غاا عن ياء فاتباثلون #بائلوة ,ه صل 
على تلوين ضلعى من الدرجة (۸)6 للرسم 1.6 

ف التعائج التي عرضّت تى الآ جد آن العدد اللوتی الطتلعى يساوى 
(4)6 أو 1+( ۸)6 . المبرهنة التالية تحصر العدد اللونى الضلعى بين هذين 
عليها. ونشير إلى أنه» حتى الآن» لم تكتشف أي طريقة تجيب عن السؤال: أي 
من ( 4)6 و 1+( ۸)6 هو العدد اللوني الضلعي للرسم 6؟ 
مبرهنة )١,٠١(‏ (مبرهنة فزنج (Vizing‏ 

إذا كان © رسما بسيطا غير صفري فإن 1+ ( ۸)6 > (6) ييز > (۸)6. 


١١ ٠‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

لقد سبق أن رأينا أن ( ©) ,4 > ( ۸)6. سنستخدم الاستقراء الرياضي على 
عدد الأضلاع ” لإثبات المتباينة الأخرى 1+( 4)6 >( 6) ر . إذا كان 1- 77 
فإن 1=( 4)6 =( 6) ,7 . نفرض الآن أن 6 رسم بسيط عدد أضلاعه 1< 77 
وأن النتيجة صحيحة لكل رسم بسيط غير صفري عدد أضلاعه أقل من mM‏ 

ا ,= ضلعا في 6. ينتج من فرضية الاستقراء أنه يوجد تلوين 
ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ء- ©. بماأن ( 4)6 > ,«عمd‏ 
و( 4)6 > ر عل فانه یو جد لون غائب 865626 عن ,۷ كما يوجد لون غائب 
عن ر« إذا وجد لون غائب عن ١,‏ وعن ر« فإننا نلوؤن © بهذا اللون ونحصل 
على تلوين ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ©. لذلك» نفرض أنه يوجد 
لون ,© غائب عن ,۷ ولكنه حاضر 716561721 عند ر۷ كما نفرض أنه يوجد لون 
رت غائب عن ر۷ ولكته حاضر عند ,۷. 

ننشيع الآن متتالية من الرؤوس المختلفة ,٠٠٠ر‏ ۷.۷ بحيث ( ,م 6١‏ ,۷ورل 
ها أن اللوث ,ثم حاص عند ۷ فإنه يوجد ضلع ساقط على UNE‏ ع ليك 
هذا الضلع هو ,«ز«. لاحظ أن ( 4)6 > ,«ع06 وعليه فإنه يوجد لون غائب 
عن و۷. إذا وجد لون ,© غائب عن ١,‏ وحاضر عند 7 فإنه يوجد ضلع ساقط 
على ,۷ ولونه ڕ٤.‏ لیکن هذا الضلع هو ۾ ۷ ۷. نري الأنشاء السابق لااك 
ذلك»ونفرض أن ,« هو آخر رأس في المتتالية. واضح أن 1+( ۸)6 > ١‏ لأن 
e۷, > 4)6 (‏ ويوجد لون غائب عن ,۷ لأن ( 4)6 > ,۷ع كما أن كل 


تلوين الرسوم ١١1‏ 
لون غائب عن ,۷ وحاصر عند ,۷ يكون لون أحد الأضلاع EUT VE‏ 


(انظر شكل (,1()0)). 


1 (c, absent) 








(e; absent) 


(C, absent سر‎ 
(c, present) 


(e, absent] 
رت‎ present | 
10 1 (er P ا‎ 





إذا وجد لون ,© غاتب عن ,۷« وعن ,۷ فإننا نلون الضلع ,۷ ۷= © باللون 
© ثم نعيد تلوين ,7< باللون ,© لكل =3,4,٠٠۰,١‏ 7 فنحصل على تلوين 
ضلعي من الدرجة 1+(4)6 للرسم ©. 

نفرطن الآن أن عل تون غاتب عن × رق عاضر عند ,وگن لرن أسد 
الأضلاع نال لاسي انار نل لاج ليطن 8 لا غاا عن ,۷ وليكن =٥,‏ ,© هو 
لون ,+ . نلون رس ۷= e‏ باللون ,© ثم نعيد تلوين ,”۷ باللون ,© لكل 
1- تر,...,3,4- 1 ونزيل اللون ,2 عن الضلع ب «. ويذلك خصل على تلوين 
ضلعي من الدرجة 1+( 4)6 للرسم ,مر<- 6. 

نعلم أن كل مركبة في ( ,© 0) 77 كرون عن مسري رخدي و4 كاك 
درجة كل من لاوم نار ل في ( 8)66 تساوى 1 فاته لا توجد مركية قي 


),٥,(‏ 7 ببحيث تحتوی على ,۷,۷ , لا.نفرض أن × هي المركبة التي نحتوي 


على ,۷ وأن 14 هي المركبة التي تحتوي على ,«. إذن إما () #7 ,< وإما 
(MM)‏ ¢7 رما. 

إذا كان (34) 67 ,۷ فإننا نعيد تلوين أضلاع 14 ثم نلون ,«« باللون ,© 
فنحصل على تلوين ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ©. 

في الحالة الأخرى عندما يكون ( 34) ٤7‏ ,۷« فإن (ڄ) #7 ,<. نلون الضلع 
,رط باللون ,© ونعيد تلوين ,«« باللون 7 لكل 1- ,۳2,۰۰۰ 17+ ترح : ثم 
نزيل اللون 1- ” عن الضلع ,”۰ نعيد الآن تلوين أضلاع × ثم نلون ,م١‏ 
باللون ,© فنحصل على تلوين ضلعي من الدرجة 1+( ۸)6 للرسم ©. 


تمارين (8,7) 
-١‏ جد (6) رر لكل رسم من الرسوم الموضحة في الشكل(9,7)(ب) 
وشکل(۳,٥)(ج)‏ والشكل (0,7)(د). 
٣‏ - حل (Kn)‏ رب 
٣‏ جد ( 7) 4 » حيث 7 شجرة. 
٤‏ - أثبت فقرات المبرهنة (0,۷). 
- (1) أثبت أن العدد اللوني الضلعي لرسم بيترسن يساوي 4. 
(ب) إذا كان 6 رسما هاملتونيا منتظما من النوع قات أن AEE‏ 
(ج) استخدم (أ) و (ب) لبيان أن رسم بيترسن غير هاملتوني. 
1- لیکن (5, 3ل )د ,× حیث ےکر رر عدر م1 حل و اول رر لی ر]= ۲ 
وليكن لدينا تلوين ضلعى من الدرجة 7 للرسم ê me, ONG KE,‏ 
نعرّف مصفوفة مربعة | ره |= 4 من النوع 77 كما يليى: ۸= ره إذا وفقط 


١ ١ تلوين الرسوم‎ 


إذا كان +نز,*< هو الضلع الساقط على ,× والملون باللون ,ء. أثبت أن 4 تكون 
مربعا لاتينيا ؛ أی› عناصر ل ھی 2,۰,1 ,1 ولا شاوی غتصران ف اى ضيف 


وقي اي عمود. 


(,8) كثيرات الحدود اللونية 
في هذا البندء نقدم مقاربة عدية للحصول على معلومات تتعلق بالعدد اللوني 
( 4)6 .لیکن (۸) ر۶ عدد تلوینات © بالنوع ۸. واضح أن 0 (۸) ,2 وان 
xX (G ) = min{k :P, (k) >0}‏ 
ويمكن بسهولة إيجاد ( ۸) 7 لكل من الرسوم الصفرية N,‏ والرسوم التامة 
گما شين من المبرعنة الثالية. 
مبرهنة )5,١١١‏ 
() إذا كان © هو N,‏ فان ”م -(2/) 72 
(ب) إذا كان © هو ,كل فإنث )1+ م - Fç (k )=k (k -1)(k - 2(٠٠١)6‏ 
البرهان 
() بما أن كل رأسين في ,۷ غير متجاورين فإنه يمكن تلوين كل من رؤوس 
١,‏ ب ۸K‏ طريقة وينتج المطلوب من مبدأ الضرب للعد. 
(ب) بما أن كل رأسين في ,£ متجاوران فإنه يمكن تلوين الرأس الأول ب ۸ 
طريقة والرأس الثاني ب 1- ۸ طريقة » وهلم جرا. عليه» ينتج المطلوب من مبدأ 
الضوب للعك. 2 


أحد أصناف الرسومات التي يمكن إيجاد ( ۸) ۶ لہا بشكل مباشر هو الأشجار. 


١4‏ معدية ل كرية الرسومات 


)5,١57١ مبرهنة‎ 

إنااكاتت ( ۶,2 ]> 7 شورة عد د وزوسيا 2 فان 

P, (k)=k (k 1)" 

البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي على ١‏ واضع أن المطلوب يكون صحيحا 
عندما 1 - 7 أو 2 - . افرض أن المطلوب صحيح لكل شجرة عدد رؤوسها 
2< . ولتكن (7[.,2)- 7 شجرة عدد رؤوسها 1+ ۸.اختر ٤7‏ ۷ بحيث 
1= «موعل وليكن ۷ع 1 هو الرأس الجاور لٍِ ۷. ينتج من فرضية الاستقراء أن 
)۸(=k )۸ -(‏ , ,ٍ۶ لأن ۷- 7 شجرة. وبما أنه» في أي تلوين ل 1ء يمكن 
تلوين « بأي لون ختلف عن لون * ؟ فإنه ينتج من مبدأً الضرب للعد أن 

E,(k)=(k-1)F,_,(k)=k(k-1)"‏ لا 

تزودنا المبرهنة التالية بعلاقة ارتدادية بسيطة وفعالة فى إيجاد ( /) ٨۶,‏ . 
مبرهنة )5,١1(‏ 

إذا کان (ع, )= 6 سا لع .P, (K)=Pa_„.(kK)-Pq,.(k) Ole‏ 
البرهان 

ليكن #, ٠‏ طرق الضلع .٠‏ نعتبر تلوينات الرسم ©- 6. يوجد تقابل بين 
تلوينات 6- 6 التي يختلف فيها لونا # و « وتلوينات 7)؛ كما يوجد تقابل بين 
تلوينات 6- 6 التي تلون 1 و« باللون نفسه وتلوينات 6٠٤‏ حيث حذف 
التكرار الناتج عن التقليص. عليه فإن ( ۸) .و +()) ۲٣‏ =()), ۲ ومنه 
ينتج مطلوب. لا 


تلوين الرسوم 5 ١١‏ 


من المعتاد ع یك استخدام العلاقة الارتدادية السابقة 4 وصع الرسم 7( بان 


مغال )٥,۳(‏ 
لتكن abcda‏ دورة رباعية ايت cC,‏ طرفا الضلع ©. بتطبيق العلاقة 
الارتدادية نجد ما يلى : 
a | 0‏ 01 , 
C ۰ 0 6‏ ك0 1 





ومن مبرهنة )0,١7(‏ و مبرهنة )0,1١(‏ نجد أن 
(#)يب 1-( ).بع - ( 4) Fe,‏ 
=k (k -1) - 4 (k -1)(k -2)‏ 
k* -4k +6k* -3Kk‏ - 
ونلاحظ أن 0= (1) ٨,‏ بينما 2 = (2) ٨.‏ . وعليه فإن 2= (,2)0 . 0 


تبين النتائج التالية أن ( ۸) ,۶ كثيرة حدود في # ترتبط معاملاتها بعلاقات 
حددة. تسمى ( ۸) ۶ كثيرة الحدود اللونية 00132012121 chromatic‏ للرسم .G‏ 
مبرهنة (5 )2,١‏ 

ليك رقو د Ela‏ 7. عندثلٍء 

() () ,۶ كثيرة حدود في ۸ درجتها تساوىي 7 » معاملاتها أعناد 
صحيحة» ومعامل ”2 فيها يساوي 1. 

(ب) الحد الثابت في () ر۶ يساوي صفرا. 


(ج) ”4 -(2) ۶ أو مجموع معاملات (٭) ر۶ يساوي صفرا. 


١1١‏ مقدمة ف نظرية الرسومات 


البرهان 

(أ) كلما استخدمنا العلاقة الارتدادية فإننا نحذف ونقلص ضلعاً ؛ فإذا قمنا 
بإجراء هذه العملية على الرسوم النامجة بشكل متكرر ثم توقفنا عندما يتم حذف 
جميع الأضلاع فإننا نمحصل على رسوم صفرية. وبما أن 47 -(4) ,20 لكل 
رسم صفري N,‏ فإن (۸) ٣‏ مجموع كثيرات حدود في #» وعليه فإن 
(۸) 2 كثيرة حدود في #. وما أن 7 > ” لكل رسم صفري ,۸ حصلنا عليه 
فإن درجة (#) 2 تساوي 7. كذلك» ما أننا نمحصل على رسم صفري واحد 
N,‏ فإن معامل ”۸ يساوي 1. 

(ب) بما أن عدد تلوينات © بالنوع 0 يساوي 0 فإن 0= (0) ے۶ . 

(ج) إذا كان © هو الرسم الصفري N,‏ فإن ”4-(7,)8 ؛ أما إذا وجد 
ضلع في © فإن 0 -(1) پ٣‏ . 
مبرهنة )5,١5(‏ 

پک E a‏ # وعدد أضلاعه 77. 

(آ) (۸) ب مجموع قوى متعاقبة ل ۸ وتتناوب إشارات معاملات هذه 
القوى. أي » يوجد 1- ۸> 0>7 بحيث 
a,_,k"‏ (1-) لس ”ريه - Fç (k)=k"‏ 
و 0< ,© لكل 1. 

(ب) 7= ريه 
البرهان 

يمكن استخدام الاستقراء الرياضي على عدد أضلاع © للحصول على 
رخات :وك ك التفاصيل كتمرية قاری 


تلوين الرسوم 1۷ 

)5,١5( مبرهنة‎ 

TS‏ ييا لاله ال نان 

() (4) 2[ [ -40) رص 

3 

بات +عو ایر ۶ ھی كرت مال 209347 لا سارى صثرا. 
البرهان 

متروك كتمرين للقارئ. 
مالاحظات 

١‏ - إذا كان غدذ الأضلاع م فان العلاقة الارتدادية ( ۾) , .ے۶ -(م), بص =(م) بم 
تكون مناسبة لإيجاد كثيرة الحدود اللونية للرسم حيث تكون الرسوم النامجة 
رسوما صفرية. 

-١‏ إذا كان عدد الأضلاع كبيرا فإن العلاقة الارتدادية 

Fo (k)=Fo(k)+Fe.. (Kk) 

تكون مناسبة لإيجاد كثيرة الحدود اللونية للرسم حيث تكون الرسوم النانئجة 
و 

۳- عندما نستخدم إحدى العلاقتين الارتداديتين فإنه يمكننا أن نتوقف عندما 
تكون الرسوم التاتجة معلومة كثيرات الحدود اللونية كما هو مبين في مثال(6,7). 

4 - توجد أحيانا صيغ تجمع بين كثيرة الحدود اللونية لرسم وكثيرات الحدود 
اللونية لبعض رسومه الجزتية ؛ وتسهل هذه الصيغ إيجاد كثيرة الحدود اللونية 


للرسم. تتصمن التمارين بعص هذه الصيغ . 


1۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


9 
© + 4 0 

| ۱ 

(E (Je) 
“a CC ل‎ cC ١27 ظ‎ 

=k (k -1)(k -2)(k -3)+k (k -1()6 -2(+ (k -1( 
=k (k -1)[(F -2)(k -3)+(k -2)+ (k -1(| 
=k (k -1)(k” -3k +3) 
=k" -4k +6k* -3k 


وفي ختام هذا البند تیر ال ان خواض. کرات الدرداللر الس ذكرت فق 
المبرهنات السابقة غير كافية لتمييزها. فمثلا 25-4673817 ليست كثيرة حدود 
لونية لأي رسم. في الحقيقة» لو وجد مثل هذا الرسم البسيط فيجب أن يكون 
عدد رؤوسه 4 وعدد أضلاعه ك وعدد مركباته ر وذلك وفق المبرهنتين 


(0,15) و(0,12). واضح أن مثل هذا الرسم غير موجود. 


ثمارين (۳,) 
| - حل ة الحدود اللونية لكل رسم من الرسوم في شكل(2.5). 


۸ کی‎ 
] 1 o ope 


شکل(٤‏ , ه). 


تلوين الرسوم ١165‏ 


O E O hl 
LC E E N ؟- أئيت‎ 
في رسم ۰6 فأثبت أن‎ : e8 ( =1 إذا كان «:رأسابحيث‎ - 
P, (k)=(k -1(15-, )( 
وب إذا كان )رسما سيط عيف = )+ دوع ,قفانيت أن 6 شج ةد‎ 
PGE -B U SHC -الططة ا‎ 
بآ يم أن كلا مم كثيرا ت الد ود التالية لا تمكنخ أن تكون كثيرة حدود لونية.‎ 
k° -4k* +3k ° (رس)‎ k*-k?” +1 (Î) 
ةمتع‎ +E OG) kî -k° +3k )ج(‎ 
أثبت أن‎ )( -۸ 
FP (k)-(k -1) =(k 1 -F )2( Vn <4 
م‎ (FERT 2E (FARE VES 
(نيا) اتاد‎ 
F. (k)=(k -1( +(-1) (Kk -1) Vn 23 
أثبت أن ( ) ے۸۴ =( ) ىرس‎ )( -4 


Fa (k)Pa (Kk) 
۳ 


Gn (K 
(ب) استخدم (( لحساب كثيرة الحدود اللونية لكل رسم من الرسوم في‎ 
.)0,2( شكل‎ 


Four (k ( = إذا کان ۸ہ © رسما تاما فأثشت أن‎ )( -٠١ 


ا مقدمة قي نظرية الرسومات 





ا البكان: "(2-خ8) ربجم 1 "زات e (EEE‏ 


(نفسن (ساوں 


الموائكمة وه 

MATCHING 

نقدم في هذا الفصل النتائج الأساسية المتعلقة بالموائمات في الرسوم» ومن ثم 
خوارزمية لإيجاد الموائمة العظمى في رسم ثنائى التجزئة. 


)5,١1(‏ تعاريف ونتائج أساسية 

نقول إن الضلعين ,©,,© متجاوران 3013660214 في الرسم © إذا كان لہما 
طرف مشترك» و نقول إنهما مستقلان 100606206171 إذا لم يكونا متجاورين. 
سمي مجموعة جزئية؛ 1+ من مجموعة الأضلاع لرسم (:1, )< © موائمة 
8 ف 6 إذا كان كل ضلعين من 1 مستقلين في ) من الواضح أن 
المجموعة Ss EE‏ يمسي IS KAOS‏ 
موائمة في الرسم ,© بينما الأضلاع الغامقة لا تمثل موائمة في الرسم ر6. تسمى 
الموائمة 14 في رسم © موائمة | أعظمية maximal matching‏ || كان M UÛJ{e}‏ 
ليست موائمة لكل ضلع ۶1 ء. كما تسمى الموائمة 14 في رسم © موائمة 
عظمى 11811111185 maximum‏ إذا كان | 1| <| 14 | لكل موائمة '14 في ) 
(أي 14 عظمى بالنسبة لعدد الأضلاع). 


١ “5 


في شكل(5,.1) الأضلاع الغامقة في الرسم ,© تمثل موائمة أعظمية وعظمى في 
نفس الوقت في حين تمثل الأضلاع الغامقة في الرسم ,6 موائمة أعظمية وليست 


احم + 


.)5,١١(لكش‎ 





لتكن 34 موائمة في رسم ©. نقول إن الرأس « في © مغطى بالموائمة 
covered by‏ 84 إذا كان ۷ طرفا لضلع في 11 ؛ ونقول إن ۷ غير مغطى بالموائمة 
4 إذا كان « ليس طرفا لأي ضلع في 14. نعرف الموائمة الكاملة 
perfect matching‏ على أنها موائمة نغطي جميع البرك رسن ةا الواضح أن 
الرسم الذي عدد رؤوسه عدد فردي لا يحتوي على موائمة كاملة. لاحظ أن 
الأضلاع الغامقة في الرسم ,6 تمثل موائمة كاملة. 

سنستخدم التمهيدية التالية في إثبات مبرهنة بيرج 86186. 
تمهيدية )1,١(‏ 

إذا كانت ,۸1,۸1 موائمتين في رسم © » فإن أي مركبة للرسم الحزئي 77 
لمولد للرسم © بحيث (,1/4- 0)1 (1- ,04) = (/8)8 تكون واحدة من 
الأنواع التالية : 


اخ راش مول 


لموائمة 0 


١‏ - دورة زوجية متناوبة الأضلاع بين ,2/1 ور1. 

۳- مر متناوب الأضلاع بين ,۸1 و1 بحيث تكون بداية الممر مغطاة 
باحدى الموائمتين فقط ونهايته مغطاة بالموائمة الأخرى فقط. 
البرهان 

لاح ظ أن 2 (*) ررعءل0 لكل ( 8) 7ع ×› لأنه لو كان ۷ رأسا غقق 
de8 )<( < 3‏ فان هذا يعنى أنه يوجد ضلعان متجاوران في إحدى الموائمتين› 
وهذا يناقض کون ,34,.26 موائمتين. عليه» أي مركبة في 1 إما رأس منعزل 
وإما مر أو دورة.بماإنهلا يوجد ضلعان متجاوران في موائمة: فإن أضلاع 
الدورة والممر في 77 متناوبة بين ,2/4 و 142. عليه فكل دورة زوجية. بقى أن نثبت 
(۳). ليكن الممر 7/ مركبة في ٨1‏ وليكن » طرفا له. ليكن ء هو الضلع الذي 
أحد طرفيه # في 2. لنفرض أن ,۸1 - ٤1,‏ م. بم أن » طرف للمر 7 فإن 
1= () برعوع0 ومنه فان 1 غير مغطى بالموائمة ,010.۸1 

للحصول على موائمات عظمى تحتاج إلى تعريفات جديدة. لتكن 14 موائمة 
في الرسم (1,70) = 6 نعرف الممر المتناوب بالنسبة ل M-alternating path M1‏ 
في © بأنه مر متناوب الأضلاع بين 34 و 2-834. كذلك نقول عن الممر 
المتثاوب بالنسبة ل 34 بأنه مر موسع ل 24 path‏ 71-21151721125 إذا كان طرفاه 
غير مغطيين 2 11 . 

المبرهنة التالية تعطي تمييزا للموائمة العظمى وهي تعود إلى العالم الرياضي 
بيرج » وتعتبر أساس خوارزمية إيجاد موائمة عظمى في رسم. 
مبرهنة )١1,١(‏ (بيرج) 

الموائمة 44 في رسم © موائمة عظمى إذا وفقط إذا كان لا يوجد مر موسع 
ل 14 في .G‏ 


؟ ١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

لنفرض أن 1 موائمة عظمى في © و لنبرهن أنه لا يوجد نمر موسع ل /// 
في ©. نبرهن ذلك بطريقة البرهان بالتناقض. لنفرض أن ۲ مر موسع ل 1 في 
©. بما إن 7 ممر توسيع فإنه فردي. لنرمز للأضلاع التي تنتمي إلى كل من 7/ و 
4 بالرمز 11 و لتكن ”34 هي مجموعة أضلاع 7 التي لا تنتمي إلى '1/4. 
عندئذ ”314ل١(04-14)‏ = "11 موائمة في © و 1+ | 1|=| *24|.وهذا 
يناقض كون 1 موائمة عظمى. 

لإثبات الاتجاه الآخرء افرض أن 11 موائمة في © بحيث لا يوجد مر موسع 
لما في ©. افرض أن '1 موائمة عظمى في ©. ليكن 87 هو الرسم المولد ل 6 
بحيث (11- ١0011‏ (14-110) = (1). لتكن ,17 مركبة في 77 ليست رأساً 
منحزلا ولا دورة. من تمهيدية (7,1) ,27 مر أضلاعه متناوية بين 34 و '34. 
لوكان الممر ,57 فرديا فإنه سيكون ممرا موسعا في © ل 14 أو '14 وبما أنه لا 
يوجد مر موسع ل 14 في 6 فإن ,۴1 مر موسع ل '1 في ©). إذن من برهان 
الجزء الأول من هذه المبرهنة ينتج أن “34 ليست موائمة عظمى وهذا يناقض 
الفرض أن '11 موائمة عظمى في ©. عليه ,۸1 زوجي ومنه |" 14]| -| 114. أي 
أن 14 موائمة عظمى في 1.6 

المبرهنة التالية المدسوية إلى كونج وهول 107185-11811 تقدم خاصية مهمة في 
مجال الموائمات في الرسوم ثنائية التجزئة. إذا كانت 5 مجموعة غير خالية من 
مجموعة الرؤوس في رسم ©» فإننا نرمز لجوار £ في © بالرمز (277)5 أو بالرمز 
(5) م۷ عند اللزوم ونعرفه كما يلي : (3/)5 >< إذا كان يجاور رأسا من 


رۆوس 9 : 


الموائمة 7 


مبرهنة (1,75) (كونج- هول) 

إذا كان (7,5لا1) - 6 رسما ثنائي التجزئة» فإنه توجد موائمة في 6 
تغطي × إذا وفقط إذا كان | 5| < |(5) |١‏ لكل مجموعة جزئية 5 من ×. 
البرهان 

إذا كانت 14 موائمة في 6 تغطي 1 فإنه من الواضح أن | 8| <|(5) ١‏ 
لكل مجموعة جزئية 5 من × . سنبرهن الاتجاه الآخر بطريقة البرهان باستخدام 
المكافئ العكسي. افرض أنه لا توجد موائمة في © تغطي 3 . لتكن 14 موائمة 
عظمى في 6. عليه يوجد رأس × 46 غير مغطى ب 1 .لثرمز ب 4 لجموعة 
الرؤوس في 6 التي يربطها ب 4 ثمر متناوب بالنسبة ل 14 في 6. من مبرهنة 
بيرج نستنتج أن > هو الرأس الوحيد في المجموعة 4 غير المغطى ب /3. أي أن 
1 تغطي 4-14 . لتكن ×40 - 5 و 4017 -7. عليه 14 تغلي 
5-14 و 7. 

افرض أن الاج ور تر SLE‏ 1 تغطي u}‏ دقع فإنهيوجد ضلع 
eM‏ لحر = ع . بما أن 4 «» فإنه يوجد ممر 7 متناوب بالنسبة ل ۸1 طرفاه 1 
و لا . إذا كان © ضلع في ن ١‏ 7 عر محاوب بالنسية ل. 14 ظط فاد 7و 
. أي أن م ع 1١‏ ومنه ٤7‏ 1. وإذا كان ه ليس ضلعا في رع فإن عدر مر 
متناوب بالنسبة ل 84 طرفاه 4 و . أي أن ا ح 1 ومنه ٤7‏ .عليه 
| 1>17-]5|. 

لاثبات أن |S|-1z2|7T|‏ افرض أن WET‏ 1 تغطي 1 2, فإنه 
يوجد ضلع vw eM‏ - 'ع. ا أن م ۳ فانه يو جد ثمر '2/ متناوب بالنسبة 


١١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


ل 34 طرفاه × و '۷. إذا كان '© ضلعاً فى "2 فإن '6-"'7 مر متناوب بالدسبة 
ل 11 طرفاه 1 و .آي أن 4 ع ۷« ومنه لاح 1. وإذا كان 'ع ليس ضلعاً في 
'مء فإن '6+'2 عر متناوب بالنسبة ل 34 طرفاه » و ".أي أن 4 ٤‏ ۷ ومنه 
8ع "'لل. للاحظ أن يوعد“ در لان ۷ مغطى ب 84. عليه [#!- 65 "7 وو منه 
| 1<1|7-]3|.لا 

نقول إن التجمع .,ك,....يك ,رك » 1< ۸ء من المجموعات غير الخالية له 
جموعة من الممثلات المختلفة system 01 distinct representatives‏ إذا وجدت 
جموعة (.4,,....,4, ,14 عدد عناصرها ۸ حقق ,4 ع ,۾ لكل / > 1>7. 
نتيجة ),١(‏ 

التجمع ...ر بك » 1 < مء من امجموعات غير الخالية له جموعة من 
الممثلات المختلفة إذا وفقط إذا كان اتحاد أي زر من هذه المجموعات يحوي على 
الأقل زر من العناصر لكل / > تر > 1. 
البرهان 

نكون الرسم ثنائي التجزئة (8.5لال) -6© على النحو التالي : [4,.... يك , ركم) - 4 ؛ 
4b € £ > B= Û4‏ إذا كان ,4 > 5. إذا كانت ( ,4 ,..., ,4 , ,كل = 5S‏ مجموعة 


جزئية من 4 › فإن ,4 ل ١٠٠3لا‏ بك لا ,4 = N)8(‏ ومنه | 5 | < | (77)5 | إذا وفقط 
إذا كانت ,4 )١٠٠لا‏ .4لا ,4 تحتوي على الأقل ر عنصرا. إن مجموعة الممثلات» 
كل مع مجموعته التي يمثلهاء تعطينا موائمة في 6. من مبرهنة (1.1) ينتج المطلوب. ل] 

إذا كان الرأس ۷ طرفا للضلع 6» فإننا نقول إن ۷« يغطي 00761 © كما نقول 
إن © يغطي <. نقول عن مجموعة رؤوس 5 من رسم 6 إنها غطاء رأسي 


BÊ الموائمة‎ 


vertex cover‏ في 6 إذا كانت ؟$ تغطي جميع أضلاع 6. كما نقول إن رؤوس 
التغطية 5 هي غطاء 7 انی أصغر vertex cover‏ 1112111111111 إذا كانىت 
< | 7| لكل غطاء رأسي 7 في ©. في شكل(5,:1) كل من المجموعتين 
»{a,c,d}‏ (8,6) في الرسم ,0 غطاء رأسي في حين أن 48,6١‏ غطاء رأسي 
أصغر. كما نقول إن جموعة 7 من أضلاع 6 غطاء ضلعي edge cover‏ إذا 
كانت 7 تغطي جميع رؤوس 6. لا حظ أنه لا يوجد غطاء ضلعي لرسم 
يحتوي على رأس منعزل. 

إذا كانت 14 موائمة في رسم 6» فإن أي ضلعين من 14 لا يمكن تغطيتهما 
برأس واحد (لأنه لا يوجد بينهما رأس مشترك). ومنه | 24| < | 5| لأي غطاء 


3 








رأسي 5 في ©» وعليه | 141| ×4" < | 8| ۸نص. 

من المناسب هنا التساؤل عن أنواع الرسوم التي يتحقق فيها | 141| "ax‏ = | 5.| منص . 
المبرهنة التالية توضح أن هذه المساواة تتحقق في حالة الرسم ثنائي التجزئة. على 
سبيل المشال كل موائمة عظمى في مثلث (دورة طولها ثلاثة) تتكون من ضلع 
واحد في حين أن أي غطاء رأسى أصغر له يحتوي على رأسين. 
مبرهنة 75١‏ 5) 

إذا كان © رسما ثنائي التجزئة فإن عدد أضلاع موائمة عظمى فيه يساوي 
عدد رؤوس أي غطاء رأسي أصغر. 
البرهان 

افرض أن (۳ ,۲ل ×) = © رسم ثنائي التجزئة وليكن ؟ غطاءً رأسيا أصغر 
في ©. يكفى لإثبات المطلوب برهان وجود موائمة عدد أضلاعها | 5.|. 


۲۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


لتكن ×0 8= ۸ و 017 5= 7 وليكن 87 الرسم الجزئي من © المولد 
بالمجموعة (7- لا ۸ و “87 الرسم الجزئى المولد بالمجموعة (۸- )ل 1. 

سنستخدم مبرهنة (1,5) لإثبات أن 7 يحتوي على موائمة ,1 تغطي ۸ 
وأن ' 787 يحتوي على موائمة , 14 تغطى 1. 

بماأن '8 و 27 منفصلان فإن 141/44 موائمة فى ) عدد أضلاعها 
يساوي 

عاآن 7ل ۸ هي غطاء رأسي في © فإنه لا يوجد ضلع أحد طرفيه في المجموعة 
7- 7 والآخر فى ۸- ×.لتكن ۸> 7 نلاحظ أن | 7| <|( 77) ,27 | لأنه إذا 


|] 








كان | 7| >|( # N,‏ | فإن ( 7# ,217لا( 77- ؟) غطاء رأسي في © لأن 
( 7) ,۸ تغطي كل الأضلاع التي طرفها في 17. 

وهذا يناقض أن 5 غطاء رأسي أصغر في ©. عليه | 7| <|( 07 , N‏ 
يحقق شرط مبرهنة )٦.۲(‏ في 21 ومنه 17 يحتوىي على موائمة عدد أضلاعها 
يساوي | ۸ |. 

وبالمثل ' 77 يحتوي على موائمة عدد أضلاعها يساوي | 7| ومنه 6 يحتوي 
على موائمة عدد أضلاعها يساوي | 7| ؛ عليه © يحتوي على موائمة عدد 
أضلاعها يساوم 


وهذا 





|) 2م‎ |+|7' |=|S OX ذا+|‎ OY |) |)5 NX) US (F )| 
=|S 0) UF )|=|S |. 


نتيجة (1,7) 
في رسم ثنائي التجزئة 7 > إذا وجدت موائمة 4 وغطاء راسي 8 بحيث 


| 5|-| 1| فان 1 موائمة عظمى و 5 غطاء رأسى أصغر. 


الموائمة ۲۹ 


البرهان 
اک “14 عواقية عظمى ق € و “8 خطاء راسا آامنفرق. من مرها 
(۳.) ينتج أن | '5|=|'/|. إذن | 8| > | *؟|- | ' 11| > | 324|. ولكن | ك|-| ۱1ء 
إذن | 3| - |" |- |' 1|=| 84|.ل] 
نقول إن مجموعة من رؤوس رسم 6 مجموعة مستقلة عك 04ع00ءم1206 إذا 
كان كل رأسين فيها غير متجاورين. كما نقول إن مجموعة من أضلاع © أضلاع 
تغطية 607615 6086 إذا كان كل رأس من © هو طرف لضلع فيها. 
لا حظ أنه لا يوجد أضلاع تغطية لرسم يحتوي على رأس منفصل. 
لنعتبر الترهيزات الثالية : 
(ك مجموعة مستقلة في 6 :| 4|)<ةططة =( 6)» 
M}‏ موائمة في a (G ( - max{| M |: G‏ 
(5 غطاء رأسي في 6 +51 





/2)0 ) = {mın 
8)6 (= )m¡« |7 |: © غطاء ضلعي في‎ 7( 
: يمكن إعادة صياغة مبرهنة (1.۳) كما يلي‎ 
إذا كان © رسما ثنائي التجزئة فإن (8)6 =(6)'». كذلك» توضح المبرهنة‎ 
التالية أن )"6 =(6)» إذا كان © رسما ثنائي التجزئة.‎ 
)١, ۲( تمهيدية‎ 
مجموعة مستقلة في رسم © إذا وفقط إذا كانت ۸4- 7 غطاءً رأسيا في‎ 4 
.2) (+8) (-|[” | وعليه‎ 6 
البرهان‎ 
متروك كتمرين للطالب.‎ 


۳۰ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (5,") 

إذا كان (:, 7= © رسما لا يحتوي على رؤوس منعزلة فإن 

| 17|-(6)'/+(0يه 

البرهان 

لتكن 11 موائمة عظمى في ©. إذا استخدمنا | 14| ضلعاً لتغطية رؤوس 
1 فإنه يمكن تغطية باقي رؤوس © بأضلاع عددها على الأقل | 2|1-| 7 
(ضلع لكل رأس) ومنه يوجد غطاء ضلعي في © عدد أضلاعه يساوي 

7 |]-2 84 | لقا‎ |= |-|M |= |-@(G) 

عليه |-»')6G(‏ ۲|“( 0)6 . 
بالعكس › افرض أن 7 غطاء ضلعي أصغر في 7). ادا كان eT‏ 
في 7 فإنه لا يمكن أن يوجد ضلعان مختلفان "© و "© في 7 بحيث يكون × طرفا 
يل اران و كت وي "شار ENE I‏ 72 
عبارة عن شجرة طول أطول ثمر فيها 2)» ومنه #-| 7|-| 7| (لاحظ أن 
النجوم يمكن النظر إليها على أنها مركبات لغابة» من نتيجة(۲,۳) عدد الأضلاع 
يساوي ۸-| 7|). بالإمكان تكوين موائمة عدد أضلاعها يساوي | 7|-| 7| - ۾ 

وذلك باختيار ضلع واحد من كل نجمة في '7. عليه 


6(G)=|T طاح‎ |-k >| |-a@(G) 


(؟,5) خوارزمية إيجاد موائمة عظمى في الرسوم ثنائية التجزئة 
تعتمد فكرة خوارزمية إيجاد موائمة عظمى في رسم 6 على البدء بموائمة 
4 من الممكن أن تكون 1 المجموعة الخالية أو مجموعة مفردة»: ثم البحث في 


الموائمة ۳ 


6 عن تمر موسع ل 11 بدا من رأس غير مغطى بالموائمة ومن ثم الحصول على 
اة جحديدة “ا کیت ركرن ١1‏ 14 "از وتك ان الخد اه على المرائية 
الجديدة مكن الوصول إلى مواقمة عظمى ف الرسم. 6 

)6,١( خوارزمية‎ 

ا مكل + وسح کا اة 0-۲,2 سک ےر لزاع 2 
ال اوور > / 

المخرج : موائمة عظمى في ). 
الخوارزمية 

.6 اختر موائمة 14 في‎ -١ 

؟- علم رؤوس ل غير المغطاة بالموائمة 14 بالعلامة (*) واعتبر كل 
الرؤوس في 6 غير مفحوصة. انتقل للخطوة(3). 

۳- إذا أعطي أي رأس من رؤه وس ل فى الخطوة السابقة علامة جديدة انتقل 

للخطوة (5) .قف إذا لم يتحقق ذلك. 

ا طا لا وجنت رؤوس اة وير تقرشا ق ۴ ا 
وغيرمفحوص ,× وعلم بالعلامة )١,(‏ كلا من رؤوس 7 غيرالمعلمة التي 
جاور ,× بضلع ليس في انال اعقب اراس × مفحوصا. إذا لم توجد رؤوس 
معلمة وشي مق هة اتل اليخظوة 03 

0- إذا أعطي أي رأس من رؤوس ۲ في الخطوة )٤(‏ علامة جديدة انتقل 
للخطوة (5). قف إذا لم يتحقق ذلك. 

1- طالما وجدت رؤوس معلمة وغير مفحوصة في 1» اختر رأسا معلما وغير 
مفحوص ,نز وعلم بالعلامة (,) كلا من رؤوس × غيرالمعلمة التي تجاور 


ا مقدمة ف نظرية الرسومات 


,لر بضلع في 14. اعتبر الرأس ,ر مفحوصاً. إذا لم توجد رؤوس معلمة وغير 
مفحوصة انتقل للخطوة (7). [] 

ما أن كل رأس في 6ء خلال خطوات خوارزمية (5.1)» يعلم على الأكثر 
بعلامة واحدة ويفحص على الأكثر مرة واحدة ؛ فان خوارزمية )5,١(‏ بعد عدد 
منتهٍ من الخطوات» ستنتهي بحالتين فقط هما : 

حالة التوسع : وجود رأس معلم من ۲ غير مغطى بالموائمة 14. 

حالة عدم التوسع : كل رأس معلم من ۲ مغطى بالموائمة //1. 

ق اطنانة الآرل يد خواريمية (1 0چر ا رسال ق 6 طرق عدا 
الممر هو الرأس المعلم 7ع « وغيرالمغطى بالموائمة 14 وطرفه الآخررأس » 
من رؤوس × معلم بالعلامة () (والذي يكون غير مغطى بالموائمة 14 طبقا 
للخطوة (۲) من خوارزمية .))5,1١(‏ يمكن الحصول على هذا الممر بالبدء بالرأس 
« والاستمرار باتباع العلامات حتى الرأس .في هذه الحالة وباستخدام مبرهنة 
)6١(‏ يمكن الحصول على موائمة جديدة في © عدد أضلاعها يساوي 1+ | 14|. 

في الحالة الثانية توضح مبرهنة (5.2) التالية أن 14 موائمة عظمى في ©. بل 
وأكثر من ذلك تعطي المبرهنة غطاء رأسيا أصغر في © عدد رؤوسه يساوي | 14|. 
مبرهنة (5,5") 

إذا انتهت خوارزمية (5,1) بحالة عدم التوسع وكانت "× هي رؤوس × 
غير المعلمة و ” ۲هي رؤوس ۲ المعلمة فإن 

. ۲ل "×= ى غطاء رأسي أصغر في‎ ” ١ 


۲- | 8|=| 14| و 1 موائمة عظمى في ©. 


الموائمة ۳۳ 


البرهان 

سنبرهن أن 5 غطاء رأسي في © بالتناقض. افرض أن «×= © ضلع في © 
ميث 6X‏ عدو انزو لاع عدو رج بز عليه "يرح ارح عو 7 إح yer‏ 
أى أن × رأس معلم و ر رأس غير معلم. 

إذاعان. 27# واقات .نوه طق للخ )سن ال رارز ةة اغد الذي 
(×) وهذا يناقض أن ر غير معلم. 

أما إذا كان 1> ©» وبماآن × يجاور رء فان × لا يأخل العلامة (*) طبقا 
للخطوة (۲) من الخوارزمية. بما أن × رأس معلم وطبقا للخطوة )١(‏ من 
الخوارزمية فإن تعليم × يكون برأس من 7 عبر ضلع من 14. وبا أنه لا يوجد 
لان مق 7 ليما طف مكرك قان ل بد ان يكر ن معلا بالعلامة (بز): 
وطبقا للخطوة (1) من الخوارزمية فإن الرأس « يعطى كعلامة لرؤوس من × 
اا کات مو سدسلا وهلا ينافش کوت س راسا غير مني عليه کر غاا 
راسي في .G‏ 

إذا برهنا أن | 5|-| 11| فإنه من نتيجة )٦.۲(‏ تكون 1 موائمة عظمى في © 
و 8 غطاء رأسيا أصغر في ©. ستثبت ذلك بإيجاد تقابل بين رؤوس 5 وأضلاع 
1 . نعتبر حالتين : 
حالة  )1(١‏ بزح بر 

ما أن حالة التوسع لم تظهر فإن ر طرف لضلع واحد ب« - © من M1‏ . 
ا للشطبرة (؟1) من الواززمينة فان اران # باخ الما [ س .عليه 
”لل » ×. ومنه فإن كل رأس من رؤوس ” 7 يغطى بالموائمة ۸1 عبر ضلع 
طرفه الآخر لا ينتمي إلى ""×. 


د ور مقدمة قي نظرية الرسومات 
حالة ١؟7)‏ " يرج .x'‏ 

ما أن × غير معلم فإنه طبقا للخطوة (1) من الخوارزمية » × طرف لضلع 
واحد 4ع ×= ». لأنه إذا لم يكن كذلك فإن '× معلم بالعلامة (*) وهذا 
اق عون تو امن لسكا أنه رذ عن ارط الحانة 0 
اعلاء يكوت *< منلماء وعدا اقش كين ٠"‏ عل * ٢ع‏ يز 
إذن | 14| > | * ۲ل "|= | 8| ۔ ولکن | |< 








اه إذن 
مثال )5,١١‏ 

سنستخدم خوارزمية )1.١(‏ لإيجاد موائمة عظمى في الرسم © الموضح في 
خا 15 





-١‏ لتكن ي لى رول ء ,واي × لو = 34 الموائمة التي اخترناها في 
الخطوة )١(‏ من الخوارزمية. أضلاع 4 هي الأضلاع الغامقة في الرسم (1) 6 في 
شكل(1,7). 


To الموائمة‎ 


YZ 15 
X1 X1 X27 و13‎ 4 0 2 
9 9 








/ / 


8 7 / 8 
ول‎ J2 J4 
G(2) 





کل 


؟- بما أن الرأسين ,*,,* غير مغطيين بالموائمة 34 فإن كل واحد منهما 
بأخذ العلامة (*) وذلك طبقا للخطوة(؟) من الخوارزمية. انظر الرسم (6)2 في 
شکل(1.۳). 

*- بما أن هناك رؤوسا معلمة في × ننتقل للخطوة )٤(‏ وذلك طبقأ للخطوة 
(۳) من الخوارزمية. 

- بما أن ,بر هو الرأس الوحيد الذي يجاور ,د بضلع ليس في 14 فان ,بر 
كك انعا رن رونك طلقا لل لابين وار ع لعي .رفيا 
وبا أن رر هو الرأس الوحيد الذي يجاور × بضلع ليس في 4 فإن رر يأخذ 
العلامة (,*). نعتبر × مفحوصا. انظر الرسم (3) 6 في شکل(٤.٠).‏ 

- بما أن ,× يجاور ,ر بضلع في 1 فإن ,× يأخذ العلامة (,/ز) وذلك 
طبقا للخطوة )١(‏ من الخوارزمية. نعتبر ,ر مفحوصا. و بما أن × يجاور ر۷ 
بضلع في 34 فإن ,× يأخذ العلامة (,«). نعتبر رر مفحوصا. انظر الرسم 
(4) 6 في شكل(.5). 


۹ مقدمة في نظرية الرسومات 


( OU OF UD 


X X2 ر‎ Xqg ¥5 XG 





کا 


5- بماآن ,× لا يجاور أي رأس من رؤوس ۲ غيرالمعلمة فإننا لا نعلم أي 
رفن عو رس OIL‏ الا نااك Nair.‏ 
الوحيد الذي يجاور ,× بضلع ليس في 14 فإن ور يأخذ العلامة (,*). نعتبر 
× مفحوصا. انظر الرسم (6)5 في شكل(1.0). 

۷- مما أن ,× يجاور ,ر بضلع في 1 فإن ,× يأخذ العلامة (,0(). نعتبر و۷ 
مفحوصا. انظر الرسم (6) 6 في شكل(5,5). 

۸- ما أن ,يز هو الرأس الوحيد الذي يجاور ,ا بضلع ليس في 14 فإن وبر 
يأخذ العلامة (,). نعتبر ,× مفحوصا. انظر الرسم (7) © في شكل(5.1). 


VU (OF OI 0 )*( )*( O1) 02) ©‏ 
6 3*5 يد وه +± 3*7 3564 و* ي* و* 32 :1 





5ل[ يل ولإ 72 لل 
(x1) (x2) (x)‏ زية) (<×) (1*) 
C(5) G(6)‏ 


الموائمة ۳۷ 


4 - بماأن ر لا يجاور أي رأس من رؤوس + بضلع في 14 فإننانقف 
وتكون هذه الحالة حالة توسع. نحصل على يمر موسع للموائمة EYE‏ 
وا باتباع علامات الرؤوس كما يلي : +006 .ريمكن توسيع الموائمة 
باستخدام هذا الممر كماهو موضح في برهان مبرهنة )16١(‏ لنحصل على 
الموائمة الحديدة ل وى و نز ىلق او ر = ' ۸4 الموضحة أضلاعها 
باللون الغامق في الرسم (8) © في شكل(1,1). 

-١‏ ق الخالة العامة نظبق الخوارزمية على الموائمة الحديدة ' 34 كمواقة 
مختارة ولكننا في حالتنا هذه لا نحتاج إلى ذلك لأن ' 14 تغطي كل رؤوس ۲ فهي 


بالضرورة موائمة عظمى. 
(ج) (02 (01 (#) (#*#) (02) (ج2) (01 (*) (*) 
م +385 يلد 439 X1 X2 X1 X2‏ 








)5( (ي3) (ج2) (1) (ج:2) زي) (22) )1( 
G(7) G(8)‏ 


شكل(ه , 5"). 


تمارين 
١‏ - كم عدد الموائمات الكاملة في الرسم ,× ؟ 
؟- كم عدد الموائمات العظمى في الرسم ے×؟ 


۳- لكل تجمع من المجموعات التالية عين» إن وجدت» ممثلات مختلفة وفي 
حالة عدم وجودها بين أسباب ذلك. 
23A BAIT 2D‏ 
(ب) 3,4 ,}2,3{ ,}1,3{ ,}2,3,4{ ,}1,2{ 
> إذا کان ا واک ا 8-12 = 2ک 
تجمعا من المجموعات» فأثبت أنه يوجد مثلات مختلفة لهذا التجمع. ثم أوجد عدد 
طرق اختيار الممثلات المختلفة. 
۵ استخدم خوارزمية (1.1) لإيجاد موائمة عظمى لكل رسم ثنائي التجزئة 
في شكل(1.1) بدءا من الموائمة التي أضلاعها غامقة. 





(لفسن (سان 


الترابطية والترابطية الضلعية 
CONNECTIVITY AND EDGE CONNECTIVITY‏ 


)۷,١(‏ المفاصل 

يكه ADI‏ رورسم وليكن “اع «. نقول إن ۷ مفصل 201126 articulation‏ 
أو رأس قطع «علمء< cut‏ في © إذا کان ( ©) ه <( ۷- 06) © » حيث (0)0 ر 
إلى عدد مركبات 6. 
مثال )۷,١(‏ 

حكن )و 7 اا وال وا اوی ع 101 ا 
1= ( ۵)6 <(4- 3-00 فإن © مفصل في 6. كذلك» 5 مفصل في © 
لأن 1=( )0 < (85- 0)6 -2. أما الرسم 87 فإنه لا يحتوي على أي مفصل 
لأن ( 8)ه-(+- 8)ه لكل رأس « في 2. 





١ 2 ٠‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


المبرهنة التالية تبين أنه يمكن تمييز المفاصل باستخدام الممرات. 
مبرهنة )1/,١(‏ 
لیکن (£, 7) = © رسما مترابطا وليكن ٤7‏ «. عندئنٍء التقارير التالية 

(( ۷« مفصل في 6. 

(ب) توجد تجزئة [,4,,4! للمجموعة [<1- 7 ميث لكل ,4ع × 
ور4ع ر فإن « ينتمي إلى كل مر من × إلى . 

(ج) يوجد رأسان لات ۷,۷ مختلفان عن ۷ بحيث ينتمي ۲ إلى كل مر من 
الى ا 
البرهان 

() > (ب) بماأن « مفصل في الرسم المترابط © فإن 2 <(«- 0) 0. 
لفكن. ٤, EE I SS‏ هي جميع مركبات ۷- 07). ضع لاح A4‏ 
و 07ء٠٠‏ ل :1لا ,7= يك . واضح أن [ر4,,4] تجزئة للمجموعة [«)- 7 
وأنه إذا كان ٤4,‏ × و ر4٤‏ ر فإن × و ر ينتميان إلى مركبتين مختلفتين من 
مركبات الرسم «- ©. وعليه فإن « ينتمي إلى كل تمر من × إلى لر 

(ب) > (ج) واضح أن (ج) حالة خاصة من (ب). 

(ح) > () إذا كان « ينتمي إلى كل مر من ,۷ إلى ر« في الرسم المترابط 6 
فإنه لا يوجد مر من | إلى ر۷ في الرسم ۷- 6؛ وعليه فإن ۷- 6 غير 
مترابط. إذن ۷« مفصل في 1.6 

النتيجة التالية تقول إنه لا يوجد رسم بحيث تتكون مجموعة رؤوسه من 
مفاصل فقط. 


الترابطية والترابطية الضلعية 4١‏ ا 


مبرهنة (۷,۲) 

إذا كان ( 72ت ENE‏ 2 - |7 | فإنه يوجد على الأقل رأسان 
”21 توعد بيت كل من × و ر ليس مفصلا ف .G‏ 
البرهان 

نفرض أولا أن © رسم مترابط» ولغرض التناقض نفرض أن جميع رؤوس 
6 مفاصل باستثناء رأس واحد على الأكثر. لیکن ۷> 5,© رأسين بحيث 

d (a,b ) = max{ 4 (u,v ):u, ۷ eV} 

استنادًا إلى الفرض فإن واحدا على الأقل من © و 5 مفصل. ليكن © مفصلا في 
6. إذن 4- 6 رسم غير مترابط » وعليه فإنه يوجد ٤۲‏ <« بحيث ۷و 5لا 
ينتميان إلى المركبة نفسها في الرسم 4- © ؛ واضح أن 4 ينتمي إلى كل مر من 
« إلى 5.إذنء في الرسم ©» أقصر ممر من « إلى 7 يحتوي على أقصر نمر من 
> إلى 8. وهذا يتناقض مع اختيارنا للرأسين © و 5. 

واضح أنه إذا كان © غير مترابط ويتكون من رؤوس منعزلة فقط فإن © 
يحقق المطلوب. أما إذا كان © غير مترابط وإحدى مركباته تحتوى على رأسين 
على الأقل فإن 6 يحقق المطلوب بناء على الفقرة الأولى. [] 

نقول إن الرسم 77 قالب 10016 إذا كان مترابطا ولا يحتوي على مفاصل. وإذا 
كان © رسما مترابطاً وكان 8 رسما جزئيًا من © فإن 8 يسمى قالبا في © إذا 
كان 8 قالبا وأعظميا بالنسبة إلى هذه الخاصة. ويسمى 8 قالبا طرفيا 


١ 5‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
ملحوظة 

ات رتا كان 00 6 فان 8 محدث با مجموعة (8) 7. 

1 ]ذا كانت | لوه رقي ١8‏ مموعبة قوالبيبي [2 ]> 0 قن 
إ(,8) (٠.٠١‏ ي8) )B,),E‏ £= م تجزئة للمجموعة .٤‏ 

۳- إذا كان ,8 و 8 قالبين في © فإن (7)8(017)82 تكون # أو تكون 
مجموعة مفردة حتوي على مفصل. 

- إذا كان ,© و ره ضلعين متجاورين ولم يكن طرفهما المشترك مفصلا 
فانهما ينتميان إلى القالب تفسة. 

٥‏ - الرسم م الجزئي المكون من ضلع واحد © يكون قالبا إذا وفقط إذا كان ع 
ج 

- إذا كانت € دورة فإن €٤‏ تكون محتواة في قالب. 
مثال (۷,۲) 


شك (V۲)‏ بىا رسما 7( 4 قوالبه Dos‏ 





لیکن ( 2, 7) = Te:‏ 0 4 مجموعة مفاصل 6› e‏ 
6. نقرن بالرسم 6 رسما ثنائي التجزئة ( £ ,8لا 4) = 0 بحيث لکل 


الترابطية والترابطية الضلعية 7 ١‏ 


8 نر, كل ع« فإن >٤‏ إر,) إذا وفقط إذا كان المفصل × رأسا في القالب 
. نسمي 6 رسم القوالب والمفاصل block-cutpoint graph‏ للرسم .G‏ 
مغال (۷,۳) 

بالإشارة إلى الرسم ©» المعطى في مثال(۷,۲) فإن 6 مبين في شكل(۷,۲). 
مبرهنة (۷,۳) 

اا کان قن ۶ =€ رسما غية ¢ 4 فإن ( 8,2 لاك ) - © غابة. 
البرهان 

لغرض التناقض» نفرض أن © يحتوى على دورة ,4 ,8 (٠٠٠4,‏ يه رط,»: 0) 
EBE‏ لام إذن MOL‏ م وس عرو سه 8 I‏ ا 
بحيث ينتمي الضلع ,© إلى القالب ,5. بما أن ,© ينتمي إلى القالب ,5 وإلى 
الدورة ©) فإن ,8 يحتوى على ©. إذن ,8 و رط لديهما أكثر من رأس مشترك› 
وهذا تناقض نى. وعليه فان 7 6 لا يحتوي على دورات 
مبرهنة )۷,٤(‏ 

إذا كان (2, 7) = © رسما مترابطا بحيث م + 4 فإن (:8,1ل40 ) - 6 شجرة 
أوراقها قوالب. 
البرهان 

ليكن ل = “,7,6 €, 4= :ام وا من المفضل + إلى المفصل رف 
الرسم المترابط ©. بما أن أي ضلعين ينتميان إلى القالب نفسه عندما لا يكون 
طرفهما المشترك مفصلاً ؛ فإن 2 يعطينا مسارًا 


O : 0502.027 ٠٠١2 a 


dr, 777 FHT 


من 4= × إلى ,»= نر في Te‏ لرح aو eB‏ .راذا كان A4‏ چ a,a'‏ 
و 8ع '2,5 بحيث »© رأس ف 5 و © رأس فى '7 فإنه يمكن إنشاء مسار 5 من © 
إلى '© في ©. وبإضافة 5 أو '5 إلى £ حسب الحاجة فإنه يمكن إنشاء مسار بين أي 
اثنين من '4,4',8,5. وعليه فإن 6 رسم مترابط. وما أن 6 غابة فإن 7) شجرة. 

واضح أن 1[ <(*)بععءل0 لكل ارح <. إدنء لكل مع × فان × لبس 
ورقة في الشجرة 6©. وهكذا فإن أوراق ١‏ قوالب. 
نتيجة )۷,١(‏ 

إذا كان © رسما بحيث # + 4 فإنه يوجد على الأقل قالبان طرفيان في ©. 
البرهان 

ما أن € شجرة عدد رؤوسها أكبر من 1 فإنه يوجد على الأقل رأسان ×,ر 
في © بحيث درجة كل من ×, ر تساوى 1. وبا أن أوراق 6 قوالب فينتج أن 
كلا من عونا الب 

)۷,١( تحارين‎ 

١‏ - إذا کان (5, 7)- G‏ رسما بحيث #+ 4 وعدد مركباته + فأثبت أن 

عدد قوالب © يساوي (1-( 0 ۵) < + ۸ حيث (”) 8 هو عدد القوالب التي 
E‏ 

تحتوي على ۷ 

؟- في أي رسمء أثبت أن غدد المفاضل أصغر من عدد القوالب. 

؟- إذا كان (2, 7) = © رسما فأثبت ما يلي : 

لكل ٤۲‏ × فإن ×عءل عدد زوجي إذا وفقط إذا كان كل قالب في 6 
أويلريا. 


الترابطية والترابطية الضلعية £ ١‏ 


؛ - لیکن (£, 7) = © رسما يحيث (0.11--.,11,2 - 7 
وفقط إذا كان 1<( ر,×)لءع. عين قوالب 6). 

5 - لیکن 8 قالبا بحيث يحتوي على أكثر من ضلع. أثبت أن أي ضلع من 
أضلاع 8 يجب أن يكون محتوى فى إحدى دو ورات 8 

5- إذا كان ( 2 7) ك )زسينا قت 4 + 4 فأثبت ت أنه پو جد 4ع × بث 
تكون الرؤوس المجاورة للمفصل × فى 0 » باستثناء واحد على الأكثرء قوالب فى 6. 

لا - أثيت أنه إذا كان × مفصلا في الرسم المترابط 6 فان × ليس مفصلا في 
الرسم المتمم 6. 

۸- أثبت ت ما جاء في الملحوظة. 

ير 1 رما al E‏ :اكت أنه إذا وجل جر 
في © فإنه يوجد مفصل فى ©. 

5 اليك اتال ا r.‏ الشجرة 7 إذا وفقط إذا كان 1<( )ع06 . 

أت إذا كان © رسيا مركا ذانا فن أن © لا چجری عل قاض ل. 


(۷,۲) الترابطية 


نكن لكل 6-17 رسيا تاطا 
7( بم c۲‏ ۷ مجموعة مفصلية اناه 76116 في 6 إذا كان 17- 6 غير 
مترابط. 
(ب) الرمز ( 6) × يدل على ترابطية G connectivity‏ التي تعرف كما يلي : 
( 7- © تافه أو غير مترابط حيث 7< 7:| | { min‏ - ( )ع 


(ج) نقول إن ٣‏ مترابط من النوع n-connected‏ إذا كان 1 < A۸‏ > ) )1 : 


E‏ مقدمة في نظرية الرسومات 
مغال )۷,٤(‏ 
ليكن G = (7 E)‏ هو الرسم الموضح شكل (1()۷,۳). 





(i)‏ (ب) 
شکل(۷,۳). 


نلاحظ أن © قالب وأن كلا من ر۷ ۷,۷)» ٠)۷۷‏ ۷۷4 مجموعة 
مفصلية في ©. ونلاحظ أن 2=( )× » وعليه فإن 6 مترابط من النوع 2 كما 
أنه مترابط من النوع 1 ولكنه ليس مترابطا من النوع 3. 
ملحوظة 
من السهل التحقق ما يلى : 
)5,(--1-١‏ وإذا كان © رسما غير تام عددرؤوسه #7 فإن 
.K(G)sn-2‏ 
.K(K,,)= min {m,n} =1‏ 
*- (£, 7) = © مترابط من النوع 1 إذا وفقط إذا كان © مترابطاً و 2 <| 7|. 
5 - (£, 7) = © مترابط من النوع 2 إذا وفقط إذا كان © قالبا و 3< | 7|. 
ه- 0=( 6) × إذا وفقط إذا كان 6 تافها أو غير مترابط. 


الترابطية والترابطية الضلعية ¥ 


کک ا ووا راھ الر ات اا الراسن. اد تقول 
إن 5 منفصلة داخليا internally disjoint‏ إذا كان V(P.)= {u,v}‏ )7(2 
لكل + 7. 

المبرهنة التالية تعطينا تمييزا للرسوم المترابطة من النوع 2 باستخدام الممرات 
المنفصلة داخليا. 
مبرهنة )۷,٥(‏ 

لیکن (£, 7 - 6 . عندئليء © مترابط من النوع 2 
إذا وفقط إذا كان لكل 7ع «ريهء ۷ #ء يوجد ممران منفصلان داخليًا من ١‏ 
البرهان 

لنفرض أولا أنه لكل لاع Uu £V ou,V‏ يوجد ران منفصلان داخليًا من 7 





إلى «. إذن © مترابط. ولإثبات أن 6 لا يحتوي على مفاصل باستخدام التناقض › 
نفرض أن مفصل في ©. ينتج من مبرهنة (۷,۱) أنه يوجد رأسان مختلفان 
۷ ۷ر ۶۷ |1 بحيث ينتمي س إلى كل تمر من > إلى «. وهذا يناقض الفرض أنه 
يوجد بمران منفصلان داخليًا من * إلى <. وعليه فإن 6 مترابط من النوع 2. 

نفرض الآن أن 6 مترابط من النوع 2. نستخدم الاستقراء الرياضي على المسافة 
لإثبات أنه لكل رأسين مختلفين 7> <,# يوجد ثمران منفصلان من 2 إلى . 

لتكن 1=( <,#) #. إذن ۷ ,۷ يصل بينهما ضلع وليكن 3 e ={u,‏ . نما أن 
كاذ د 1 ,۷ ليس مفصلا في 6 فان ين حجان 6. وعليه فان © محتوى 
في دورة ٤‏ في 6. واضح أن € تعطينا نمرين منفصلين داخليًا من إلى . 


EA‏ مقدمة ف نظرية الرسومات 


نفرض الآن أن 1< ۸ وأن المطلوب صحيح لكل رأسين مختلفين المسافة بينهما 
اقا هين ار تسارف ۸ ونفرض أن 1+ ۸=( ۷,») 4. لیکن 2000101: م مرا 
طوله 1+ ۸ من » إلى <. إذن ۸=( ,»)ك وعليه فإنه يو جد ران منفصلان 

داخليًا 2 و ر۶ من * إلى 1 فى ©. انظر شکل(۷,۳)(ب). 
بما أن ليس مفصلا في 6 فان /1- 6 مترابط. إذن يوجد نمر © من ا إلى 
في - 6. لیکن / هو آخر رأس يتنمي إلى © بحيث ١‏ يننمي أيضنًا إلى 8 أو 
فصلين داخليا من > إلى 





إلى ر۶ نفرض الآن أن / ينتمي إلى ,۶ وننشئ ممرين م 
۷ ي © [إذا كان + ينتمي إلى ۸ فالإنشاء مشابه] كما يلي : 

الممر الأول يتكون من جزئين : جزء مأخوذ من 1 ت ينذا ف 4 وين" 
8 1 والجزء الآخر مأخوذ من 0 لاف ا وينتهى في «. أما الممر الثاني 
فيتكون أيضا من جزئين : جوع ها وذ هد ۶ یت يدا هذ 1 وينتهي في ١”‏ 
والحزء الآخر هو <ا,/1/1, س.ل 

للحصول على تمييزات أخرى للرسوم المترابطة من النوع 2 فإننا نحتاج إلى 
التميبدية التالية: 
تغهيدية )۷,١(‏ 
ليكن (£, 7) = © رسما مترابطا من النوع #» وليكن '6 رسما حصلنا 


0 
پل اك 


¥ 


عليه من © بعد إضافة رأس جديد × بحيث ۸< (×) N‏ |. عندئزٍ» '© رسم 
مترابط من النوع /. 
البرهان 

لتكن 4 جموعة مفصلية فى '6. إذا كان 4 × فإن [ ×)- 4 مجموعة 
مفصلية في ©. وبماأن 6 مترابط من النوع # فإن ۸<|إ×)- 4|؛ أي 


الترابطية والترابطية الضلعية 3 > ١‏ 





1+ ۸ <|4|. نفرض الآن أن 4» ×.إذا كانت 4ح (*) 7 فإن 
(N ) (<4‏ < |4 





. أما إذا كانت 4 © ( *) 37 فإن مركبة 4-'0 التي تحتوي 
على × تحتوي أيضا على -(*) 77 ؛ وعليه فإن 4 مجموعة مفصلية في 6. 
إذن ۸ <|4|. 
مبرهنة )۷,١(‏ 
ليكن (£, 7) = 6 رسماً بحيث 3<| /|. عندئزٍ» العبارات التالية متكافئة. 
-١‏ © مترابط وبلا مفاصل ؛ آي © مترابط من النوع 2. 
؟- لكل cu +vV «u,v E‏ فانه يوجد ثمران منفصلان داخليًا من 1 إلى . 
+- لكل €7 رما ۷ ۰٨‏ فإنه توجد دورة نحتوي على 1 .V‏ 
:-6)06(<1 ولكل cc#e «<c, EE‏ فإنه توجد دورة تحتوي على E‏ 
البرهان 
شين مبرغنة (1/5) أن 05ت (1). 
واضح أن (۲) جه (۳) لأنه إذا وجد ران منفصلان داخليا من » إلى ۷ فإنهما 
يعطيان دورة تحتوي على 1 و ؛ وإذا وجدت دورة محتوي على 1 و ۷ فإنها 
تعطينا مرين منفصلين داخليًا من » إلى «. 
فت الآن أن )©( افرص أن # و ١‏ رأسان عتلفان. جا أن 1<( 5)6 
فان كلا مره و ۷ رأس غير منعزل. إذن يوجد ضلع '© ساقط على 1 وضلع 
'© ساقط على «. إذا كان +٥‏ © فإنه ينتج من (5) أنه توجد دورة تحتوي على 
'ء و ؛ وهذه الدورة تحتوى على » و «. أما إذا كان '6- “ء فإننا نختار أي 
ضلع آخر '©+ / لنحصل على دورة نحتوي على 'ء و / ؛ وهذه الدورة نحتوي 
على 1و ۷. 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


يتبقى إثبات أن (۳) ->»(5). ما أن (۳) متحققة فينتح أن )١(‏ متحققة» وعليه 
فان 6 مترابط. إذن 1<( 6)0. ليكن [<,* ! - © و 2[1,< ! = © ضلعين بحيث 
4 ». وليكن '6 الرسم الذي نحصل عليه من © بعد إضافة رأسين جديدين 
لاو 2 بحيث [ ۷ )=( ”0 × و [بز,* !-(77)2. انظر شكل(7/,5). 

ما أن 6 مترابط من النوع 2 » فإنه ينتج من تمهيدية(1,) أن '6 مترابط من 
النوع 2. وعليه فإن '6 يحقق العبارة (3) المكافئة للعبارة .)١(‏ إذن توجد دورة 
"6 قل کروی على کل من « و 2. وبما أن درجة كل من /او 2 في G'‏ 
تساوي 2 فإن کروی على كل س المسرية 27× و ۷ر 1۷ ولكنها لا 
تحتوي على أي من الضلعين «× و 207. نستبدل الآن الضلع × بالممر 7, 2,* 
والضلع « بالممر «, 1,۷ في ') فنحصل على دورة ) في © تحتوي على 
كل من الضلعين × و جه 





(۷,۳) الترابطية الضلعية 
لكو FE‏ راما 


(( ت اح ] مجموعة جسرية اناه ©6086 في 6 إذا كان 1 - 7) غير مترابط. 


الترابطية والترابطية الضلعية ۱۵١‏ 


(ب) الرمز ( 0)'# يدل على الترابطية الضلعية 00022661177167 معلء للرسم 
6 والتى تعرف كما يلي : 
١‏ لاح :7 بحيث [- 6G‏ تافه أو غير مترابط : || { K' (G ) = min‏ 
(ج) نقول إن 6 مترابط ملعا من النوع 7 connected‏ 0-6086 
إذا كان 1< ۸<( 0) 2. 
مثال )٠/,5١‏ 


ليكن (:2, 7) = 6 هو الرسم الموضح في شكل(7,0). 





نلاحظ أن 67 مترابط 0 as)‏ روطو اع عوط روظطوظ روطو 
87778 1 مجموعة جسرية فى 6. ونلاحظ أن 2 KEG‏ 
وعليه فإن ال 2 كما أنه مترابط ضلعيا من النوع ! 
ولكنه ليس مترابطا ضلعيا من النوع 3. 

تصف البرهنة التالية العلاقة بين الترابطية والترابطية الضلعية. 
مبرهنة (۷,۷) 

إذا كان (£, 7) = 6 رسما فان 


K(G)SK (G)=s50(G) 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


البرهان 

سنشت أولاً أن ( )86> (ج)'*. نختار رأسًا ٤7‏ « بحيث ()8- نوهل 
ونعتبر الرسم 7 الناتج من © بعد حذف جميع الأضلاع الساقطة على «. 
واضح أن ۷ رأس منعزل في 7 وعليه فإن 7 تافه أو غير مترابط. إذن 
.K (G)<5O(G)‏ 
ALCS Oa‏ 60درن) #دفان 0ا 
مترابط ؛ وعليه فان 0=( 6) ۸. أما إذا كان 1= ( )× فإن © رسم مترابط 
بحتوي على جسر ؛ وعليه فإن ,)= © أو © يحتوي على مفصل واحد على 
الأقل. إذن 1-(2)0. 

نعرضص الآن أن 2 < م - (2')0 . غختار مجموعة جسرية ے6“ ر€, )= 8 
في 6. لسيكن ىر ,'"",ر€,0]- 6= 6 و 07ح ,6. واضح أن ,6 رسم 
مترابط وأن ٠,‏ جسر في ,6. لكل 1- ”«,...,1,2= 7 نختار الآن طرفا للضلع ,© 
ختلفا عن كل من , « ونفرض أن 4 هي مجموعة الأطراف المختارة. واضح أن 
1- ”> |4|. ليكن 4 - 6= ,6. إذا كان ,© غير مترابط فإن 
)G (‏ £= ۳ > 1- ”> (0)*. أما إذا كان © مترابطا فإنه ينتج من کون ,6 
رسيا وكا عكاق ا کول .8 جيرا ف © أن بك ت 6G,‏ أو ,© جسر 
في ©. آي ك ت ,© أو ر6 يحتوى على مفصل. وعليه فإنه يوجد رأس في ,0 
بحيث إذا حذف هذا الرأس نخحصل على رسم تافه أو غير مترابط. إذن 
.K(G)SK )2(‏ 


الترابطية والترابطية الضلعية 0۳ 
-١‏ إذا كان © هاملتونيا فأثبت أن © مترابط من النوع 2. 





00 : : 2 ظ 
۴- إذا كان 6 رسما عدد رؤوسه 2< ۸ فأثيت أن کک > (6)× حيث ۸ 
7/ 


هو عدد أضلاع .G‏ 
إا كن 2382-2( 8)0: جت «« عنبدة رؤوس 6ء اتان 
( 8)6 -(0)*. أعط مثالا لرسم © بحيث 3- + - ( 5)©6: (5)0 > (0)+. 
ه- إذا كان © رسما قطره يساوي 2 فأثبت أن ( 5)6 - (6)'*. 
5- احسب (,ر,)'# حیث ۸> 1>77. 


۷- أعط مثالا لرسم © بحيث ( 5)6 > (0)** > ( 6)0. 
۸- جد الترابطية الضلعية لكل من الرسوم المعطاة في التمرين 7. 











١ 5‏ مقدمة في نظرية الرسومات 

لك .رها مترابطا من النوع و لوعن تل نوز فيكا دلت 
ف 7 ننشئ رسما 72 باضافة رأس جديد × جاور لكل من و 
اميك ان 17 مترابط من النوع 1 

© لیکن © رسما مترابطا من النوع ”. أثبت أن ,1+ 6 (أي مضموم‎ -٠١ 
.7+1 و ۸) مترابط من النوع‎ 

.×')(= 5 )G( إذا كان ))6 حيث 7 عدد رؤوس ©» فأثبت أن‎ -١ 
اعط مثالا لرسم 6 بحيث‎ 


«(0)<5(0),8(G)=3( 2-1) 


(لفصن (نماس, 


الرسوم الموجهة 
DIGRAPHS‏ 
)۸,١(‏ تعاريف ونتائج أساسية 
يتكون الرسم الموجه ( 4, 7) = 2 (طمaاع digraph )directed‏ من مجموعة غير 
خالية 7» تسمى مجموعة رؤوس (» ومجموعة من الأزواج المرتبة 7× 7> 4» 
يمر EO‏ أقسواس 0 أو مجموعة الأضلاع اة لے .اا کان 
(u,v )e A‏ لدب عا 6 directed‏ في © فإننا نسمي ا الرأس 
الابتدائي انها ل > كما نسمي « الرأس النهائي 144 ل ». يسمى الضلع الموجه 
(/7,/) عروة موجهة م100 .directed‏ 
ليكن « رأسا في الرسم الموجه (4, /) - 2. للرأس ١ء‏ تعرف الدرجة 
الداخلة (:) 4 10068766 على أنها عدد الأضلاع التي يكون فيها « رأسا 
نهائيا ؛ وتعرف الدرجة الخارجة (0) 4 نه على أنها عدد الأضلاع 
التي يكون فيها « رأسا ابتدائيا. يرمز للجوار الداخل ل « بالرمز («) 7 ويرمز 
للجوار الخارج ل «بالرمز («) N‏ ويعرفان كما يلى : 
N (v)={x € :(wv)e4}‏ 
N’ (v)={x eV :0,x)e4}‏ 


ذم ١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


مبرهنة (۸,۱) 

إذا كان (4, 7) = 2 رسمًا موجها فإن» |4|=( 0 :2,4 -(0) 274. 

ve ve 

البرهان 

نلاحظ أن كل ضلع موجه له رأس ابتدائي واحد ورأس نهائي واحد» وعليه 
فان كل ضلع موجه يساهم بواحد عند حساب كل من (00) 4ر2 و(0) 2,40 ؛ 

vey yey 

ومن هنا ينتج المطلوب. ل] 

لیکن (4, ) = 2 رسمًا موجها. الرسم الرديف ل 2 مقعع عماتراءعةهنا 
هو الرسم الذي رؤوسه 7 وأضلاعه .(uv)e4)}‏ ).اذا كان ۲ع ع,رمع 
1< 7# وكانت ٠٠٠:4,‏ ر۵ ۷ه ۷= 77 متتالية متناوبة من الرؤوس والأقواس 
حيث ۲= ,”رقت ۷( ط, ,)= © لكل 57-1 158 فإننا نسميها نيان 
موجها )لوس 4ماءءعdi‏ من 5 إلى ٠.وبالمثل»‏ نعرف الطريق الموجه 
انه directed‏ » الممر الموجه «directed path‏ الدارة الموجهة «directed circuit‏ 
الدورة الموجهة عاءرء 01160160. كما يعرف طول المسار الموجه على أنه عدد أقواسه. 

نقول إن الرسم الموجه (/ مترابط أو مترابط بضعف weakly connected‏ إذا 
كان رسمه الرديف مترابطا > ونقول إن (/ مترابط بقوة 0عأاعع2مهه yاعn stro‏ إذا 
وجد ثمر موجه من 1 إلى ١‏ وثمر موجه من ۷ إلى 7 لكل u, EF (D)‏ 

وبشكل مواز للتعاريف المتعلقة بالرسومات تعرف الدارة الموجهة الأويلرية: 
الطريق الموجه الأويلري» الممر الموجه الہاملتوني» الدورة الموجهة الهاملتونية. 
تعطينا المبرهنة التالية تمبيزا للرسوم الموجهة الأويلرية. 


مبرهنة (۸,۲) 

لیکن (4, 7)= 2 رسمًا موجها مترابطا بضعف و1 <|4|. عندئٍ» 2 رسم 
موجه أويلري إذا وفقط إذا كان (60 2=( م 4 لكل 7ع «. 
البرهان 

يمكن إثبات المطلوب بطريقة مشابهة لإثبات مبرهنة (1.؟) ونتركه كتمرين 
للقارئ. ] 

إن معالجة الدورات الموجهة في الرسوم الموجهة تشبه إلى حد ما معالجة 
الدورات في الرسوم. ويمكن تعميم بعض المبرهنات المتعلقة بالرسوم الماملتونية 
إلى الرسوم الموجهة الهاملتونية حيث يلاحظ أن الإثبانات تكون أصعب نسي 
وهذا ما تبينه المبرهنة التالية حيث نقول إن الرسم اموجه فعلي 1م0153 simple‏ 
إذا لم يحتو على عروات موجهة وأضلاع موجهة مكررة. 
مبرهنة (۸,۳) 

ادا كان 500 بحي ليا سدم رديه ۸ وكان 1 < > < [-ق, *ق] min‏ 
فان (/ هاملتوني. 
البرهان 

لغرض الحصول على تناقض» افرض أن 72 رسم يحقق فرضيات المبرهنة 
ولكنه لا يحتوي على دورة موجهة هاملتونية. لتكن ٠٠7۷,۷,‏ ۷,۷= € دورة في 
د كبية کون طولا وه الا الل ان |-م, +3218 < I‏ 


[انظر تمرين ۲ من تمارين(8.1)] وعليه فإن !<< 1. لیکن بو يود صر مرا 


١ ١8‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


موجها في (©) 2-7 بحيث يكون طوله 0< 7# أكبرما يمكن. نلاحظ أن 


n >] +m +[‏ وعما ان و 6 [انظر شكل(١,1()8)].‏ 





=f eX (0), =f: e0) 
S'=CNN (),T'=CNN* (v) 
سنثبت الآن أن #-5017. ليدل الرمز م ,© على جزء © الذي يبدأ بالرأس‎ 


ر۷ وينتهي باراش ,. إذا كان 7ح ۶> 7 فان ( ,۷ر م) 4(۸ ,۷) ,€ دورة 
موجهة طولما 1+ 77+ 1 في (/ ؛ وهذا يتناقض مع اختيار ©). إذن # -'5)17. 
ما آن 2 مر موجه طوله أكبرما يمكن في (©) 2-77 فإن (©) آلا (ص) 7ح (,,) -27. 
ولكن 


ا 














= كراء إذن 


6 


الرسوم الموجهة ١‏ 


3 








=d, ()+|S'‏ )1( يا ان - 0-0 dp‏ و 77> (7) 28 فان ويد 





وبما أن ع 1 فينتج أن 7 + 5 . بالمثل › E‏ و و0 + T7‏ 
نلاحظ أن ۸-2۳ <| 7+ |5 | وبما أن 1+ + 7 < ۸ فينتج أن 1+ م,- / < | ٣|+|؟|۔‏ 
ولكن - وه ىع إذن .|SUT|>1-m+1‏ 

إذا كان [,«) -”7-/3 فإن )٠,«,(‏ 7(#,,”) دورة موجهة طولبا 2+ ” في 


2 بينما |5| -51| و|7|- 





/ <m +1 تقتضى أن‎ S|+ T7 | >1 -m +1,» ۳ 





وهذا يتناقض مع اختيار '). وعليه فانه يوجد عددان صحيحان موجبان Kk ,i‏ 


نحيث 65 7 و 67< /0مط 6+ 7 و mod! ¢S UT‏ ر+ 7 لكل Sk‏ تر > 1. 
إذن 

/-)2-1(< | SUT |>1-m+1 
دورة موجهة‎ 0, )", 1(٨ ۳,۷,١ ( وينتج أن ۳> ۸. وهكذاء فإن‎ 


غارین )8,١(‏ 
١‏ -إذا كان © رسما بسيطا بحيث #<6 فأثبت أن © يحتوى على ممر 
طوله # على الأقل. وإذا كان 2  <‏ فأثبت أن © يحتوي على دورة طولها 
1+ ۾ على الأقل. 
“ظا كان 7 رسيا موعيا قيا واس )دهد ع اريت أن 5 
يحتوى على مر موجه طوله Kk‏ على الأقل. وإذا كان 0< ۸ فأثبت أن (/ حتوى 
على دورة موجهة طولما 1+ kK‏ على الأقل. 


۰ مقدمة ثي نظرية الرسومات 
(۸,۲) رسوم المسابقة 

يسمى الرسم الموجه الذي مجموعة رؤوسه 7 رسم مسابقة tournament‏ 

إذا تحقق ما يلي : لكل مجموعة جزئية ثنائية ( ز,*) من 7 فإن واحدا فقط 
من («ز,*) و( ,,ز) يكون ضلعا موجها في 6. 

إن إيحاد مر موجه هاملتوني على وجه العموم أمر صعب عموما ؛ غير أن 
المبرهنة التالية تبين أن ذلك أمر سهل في حالة رسوم المسابقة. 
مبرهنة ٤(‏ ,۸) 

إذا كان © رسم مسابقة فإنه يوجد في © ممر موجه هاملتوني. 
البرهان 

لستخام الاستقراء الرياضي على عدد الرؤوس #. واضح أن المطلوب 
صحيح عندما 1= . نفرض الآن أن كل رسم مسابقة عدد رؤوسه 7 يحتوي 
على مر موجه هاملتوني › كما نفرض أن 6 رسم مسابقة عدد رؤوسه 7+1. 
اختر أي رأس « في © واعتبر رسم المسابقة «- 0 الناتج من 6 بعد حذف ١‏ 
وكل ضلع يكون « أحد طرفيه. ينتج من فرضية الاستقراء أنه يوجد نمر موجه 
هاملتوني ,۷۷۰۰۷ في «- ©. إذا كان ( ,۷,۷ شلا عرعفاق 7) فإن 
,۷۷۷۰۰۰۷ مر موجه هاملتوني في ©. نفرض الآن أن ( «,,«) ضلع موجه في 
6. إذا كان («,«) ضلعا موجها في © فإن ,۷۷,۰۰۰۷ مر موجه هاملتوني في 
0 ؛ وخلاف ذلك فإن («,.:) ضلع موجه في ©. وبالاستمرار على هذا 
المنوال» نجد أنه إمايوجد ۸> 1-273 يث ي۷ ,0۷ ,7۷ر۷7 تمر موجه 


هاملتوني في 6 أو ۷ ۰۰ر۷۷ مر موجه هاملتوني في ©. 


الرسوم الموجهة ١1‏ 

)86,١١ مثال‎ 

نعتبر رسم المسابقة الموضح في شكل(۸.۱)(ب). وندشئ» كما في إثبات مبرهنة 
(۸.6)» مرا موجها هاملتونيًا في © بدءًا من الرأس ©. إذا أضفنا 8 ثم © ثم 4 
فإننا حصل على الممرات الموجهة 850» 6©50, 62054 على الترتيب. 
مبرهنة (۸,۵) 

إذا كان 6 رسم مسابقة فإنه يوجد رأس × في © بحيث يمكن الوصول إلى 
أي رأس من × بممر موجه طوله على الأكثر 2 . 
البرهان 

لیکن ,× راسا فى :6:]ذا كان ,× لاعقى الطلوب فاته يوجند راس .فى 
© بحيث ( ,× ×) ضلع موجه في © و( (x2,‏ ضلع موجه كلما كان ) #17( 
550 
إذن *(x»)‏ للب (رع) “اا عليه نان )0ت زه إذا كات ,د لا 
يحقق المطلوب فإنه يوجد رأس ,× بحيث (,*) *0> (,*) *4. وهكذا فإننا 
فصل على متتالية عن الروسن. ,و 5 فيك >( 8 2( 2 وا 
أن © منتوٍ فإنه لا بد من وجود رآس × يحقق المطلوب. 
مبرهنة (1 ,۸) 

إدا كان 6 رسم مسابقة مترابطا بقوة وعدد رؤوسه 7 ؟ فإنه يوجد في 6 دورات 
موجهة من الأطوال 3,4,000.7. وبشكل خاص فإن 6 رسم موجه هاملتوني. 
البرهان 

سكيث أولآ وجود دورة موجهة فلاثية تم تمتخ الاستقراء الرياضى 
لإكمال البرهان. 


١5‏ مقدمة في نظرية الرسومات 

ليكن « رأسا في ©. بماأن © مترابط بقوة فإن 4+( م N‏ وم (0) 7177 ؛ 
قا 6 رسم مسابقة فإن ¢ = (ن) ¥( 77 . كذلك؛: بما أن © مترابط 
بقوة فإنه يوجد (00 ' »ع 4 و(0) ٤N‏ 5 بحيث ((,4) ضلع موجه في E‏ 
إذن «طه« دورة موجهة ثلاثية في 6 (انظر شكل(0)8,75()). 





شکل(۸,۲). 


نفرض الآن أن 7> 3>۸ عدد صحيح وأن 6 يحتوي على دورة موجهة 
رق تعد نوكوي CO‏ #سفيت ان 6 يحتوىي على دورة موجهة طولما 
.K +1‏ 

رض ارلا آنه يود راس دفي © مختلف عن رؤوس ') بحيث يوجد 
(v)‏ لاع ,لدو (0 :* تع ,ل. بماأن 6 رسم مسابقة فإنه يوجد 7 بحيث 
eN V(r, EN 60(‏ ,ط؛ وعليه فان 


if. ظ‎ | 
C :v E Fm aT 


دورة موجهة طولہا 1+ ۸ في © (انظر شکل(۸.۲)(ب)). 


الرسوم الموجهة د 


نفرض الآن أنه لا يوجد أي رأس « في © بحيث يحقق الخاصة المذكورة أعلاه ؛ 
ونعرف 7 ,4 كما يلى : 
),i 212,0, }‏ م A4 - EV (G)-V (C):v EN‏ 
B - eV )0(-17 (C):v EN "(7 1,2, |‏ 
بماأن © مترابط بقوة فإن 4+ 4 و#+ 8 وبماأن © رسم مسابقة فإن 
48-4 . كذلكء ماأن 6 مترابط بقوة فإنه يوجد 6۸4 8,4 ٤‏ 5 بعحيث 
(4,05) ضلع موجه في 6. إذن 
C "Vv abv V “VV,‏ 
دورة موجهة طولہا 1+ ۸ في 6 (انظر شكل(8,7)). 
مبرهنة (۸,۷) 
ليكن 6 رسم مسابقة. عندتلٍ ‏ 6 رسم موجه هاملتوني إذا وفقط إذا كان 
01210 
البرهان 


متروك كتمرين للقارئ. 





شکل(۸,۳). 


٤‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


(۸,۳) توجيه الرسوم 

نقول إن الرسم 6 قابل للتوجيه بقوة 05160181 5000817 إذا كان G‏ راطا 
ويوجد توجيه لأضلاع 6 بحيث يكون الرسم الموجه الناتج › د 
ويسمى 7 orientation‏ للرسم .G‏ 
مبرهنة (۸,۸) 

يكون الرسم © قابلا للتوجيه بقوة إذا وفقط إذا كان © مترابطا ولا يحتوي 
على جسور. 
البرهان 

نفرض أولا أن © قابل للتوجيه بقوة. إذن يمكن توجيه أضلاع © بحيث 
نحصل على رسم موجه مترابط بقوة (/. با أن (/ مترابط بقوة فإن © مترابط. 
لغرض الحصول على تناقض» نفرض أن الضلع ۷ جسر في 6 وأن (م,”) 
ضلع موجه في 7 بينما (:#,") ليس ضلعا موجها في 2. با أن 7 مترابط بقوة 
فإنه يوجد ثمر موجه 72,, ۷,۷,۰۰۰۷ لا يحتوى على (7,2). وعليه فإن ۷اا 
ضلع في الدورة lT HP‏ 7 لیس جسرا ٤‏ 6ء وهذا 
يعطي التناقض المطلوب. 

نفرض الآن أن © مترابط ولا يحتوي على جسور. بم أن © لا يحتوي على 
وسور ان قل تت ل تايكية عدون ل عر تدرش نر على ي 
قوي للرسم © نختار أي دورة ,”مي ,»٠٠و‏ ظورظ: € في © ونوجه أضلاعها 
بحيث یکول ( ,۳,۷ شنا رالا 1- ۸> 1>7 كمايكون (,۷,,۷) 
كلها ا كذلك» نوجه أقطار الدورة ٤‏ إن وجدت ل الأضلاع التي 


تصل رؤوسا غير متعاقبة في ,0)) اختياريا. ليكن ,1 الرسم الموجه الناتج من 


الرسوم الموجهة ٥ا‏ 


الرسم الجزئي المحدث ((,0) 7) من © بعد توجيه الأضلاع كما وصف أعلاه. 
إذن ,۷ ,ىر دورة موجهة هاملتونية في ,(/ » وعليه فإن ,( مترابط 
قو ويكوق: FEF PFO lae EG‏ 

نفرض الآن أن (6) 7( ,©) 7. مما أن 6 مترابط فإنه يوجد رأس ت لا 
بنتمي إلى )٥(‏ 7 ويوجد ر« بحيث يكون ,8ه ضلعا في © با أن ,به ليس 
ج 6 فإنه محتوى في دورة ,0,0 01,٠٠٠,‏ وي © = ر۷ ,© : و ) في 6). نقوم 
الآن بتوجيه الأضلاع التي لم يتم توجيهها سابقا في الرسم الجزئي المحدث 
١‏ و©) لآلا(,0) 7) من © بحيث يتحقق مايلي: (ر۵,۵) ضلع موجه 

اا ا ا لكل 1- 2,3,200,77 = 7 فإن كل ضلع ,۵,۵ لم يتم 

سيا ,۵) ضلعا موجهاء يوجه اختياربًا كل 
شام راچود ساقا لک ,5 الرسم الموجه الناتج من 
ر( (C‏ الال a RSET‏ ولان أن ,5 
مترايظ وة تنيع یا پل مسارًا موبها ماقا عرلا 3 ول نيدأ الانشاء باعتبار 
المسار الموجه المغلق لر ۷ر٠‏ ٠رر‏ ۷ر ۷: 77 ننشيع الآن مسارًا موجها مغلقا ,7 
كما يلي : اا رهت ولكل 1- 57# 2>7 نضيف ب ,© , ,© عندما يكون 
( ,)د اق a IO leu SN‏ 
محتوى في ,2 عندما لا يكون (,,۵,,۵) ضلعا موجهافي ,2 ؛ ثم نضيف 
© ,,,© . نقوم الآن بتوسعة ,77 وذلك بإضافة ,77 إليه عند الرأس ره= ,۷ 
فنحصل على ,۷ وهو مسار موجه مغلق مولد ل ,(/. وعليه فإن ,(/ مترابط 
قا وكوث © فاا له قرعا 7© 7=( 07( 0 F۶‏ 


6 مقدمة في نظرية الرسومات 

وختاماء إذا كان ( ©) 7+ )٤,(‏ آلا( ,©) 7 فان تكرار العملية المتبعة أعلاه 
كلما رم الآ ر بودي إل الصو خلى زسم مرجة مترايظ يقرة یت 
)6G(‏ 1ح (72) 7 ؛ وعليه فان ت قابل للتوجيه بقوة. ل] 

نقدم فيما يلي بعض التعريفات والنتائج التي نحتاج إليها في ختام هذا البند لكي 
نقدم خوارزمية جيدة لإيجاد توجيهات للرسوم المترابطة التي لا نحتوي على جسور. 
لتكن 1 شجرة تقص عمقي لار سم 6 ولستكن ,۷ ..., ۷,۷ هي رؤوس 1. 
تسمي ر و۰۰۰ ور ۷ور ۷ ترقيماً عمقياً depth first numbering‏ ل © كمانسمي ۸ 
الدليل العمقي depth fst index‏ للرأس ,۷ ونکتب ۸=( ,۷ 2٨7‏ . إذا كان 
ز هو أكبر دليل بحيث يوجد ثمر من ,۷ إلى ,۷ف الشجرة 7 فإننا نسمي ز 
دليل الوصول العمقي depth first reach index‏ للر ان ,«ونکتب [=(,/) 5۸1 . 
اذا أضيف الجر 5 #اعندالر اس « فإنانسمي المر جع المماشر immediate‏ 
predecessor‏ ل ”1 ونكتب /1- ( ) 7. 

إذا وجه كل ضلع في 7 من طرفه ذي الدليل العمقي الأصغر إلى طرفه ذي 
الدليل العمقى الأكبر فإنا نمحصل على شجرة موجهة "ام ناذا کال 
e‏ ۷ ,لا مرا موجها في N, OEE‏ و يسص تايا 
01 ل ,۷ ويسمى ,۷ تابعامباشرا | immediate successor‏ ل ,». 
تمهيدية (۱ ,۸) 

لتكن 7 شجرة تقص عمقي للرسم © وليكن , «,..., ۷,٠‏ ترقيما عمقيا ل 
6. إذا كان ر دليل الوصول العمقي للرأس ,< فإن توابع ,في 7 هي 


1" ووب “أدبب ۷7 


الرسوم الموحهة ١‏ 


البرهان 

واضح من طريقة إنشاء 7 أن انيس تابعال ,«لکل ثر< + ولكل 
<F +]‏ #. لغرض الحصول على تناقض افرض أن 7 < 7> 1+ : أصغر دليل 
بحيث ‏ < ليس تابعا ل «. عليه» ,۷=( ”) مر حيث 1 > #. إذن من طريقة إنشاء 
1 يتضح أنه إذا كان ,اورا لأ من الرؤوس عن مووي ارت فاق 7 
وهذا يناقض كون ,« تابعال ,« يقتضي وجود رأس ,< مجاور لأحد الرؤوس 
دس ”...وب ۷,۷ بحيث 7 < 1. إذنء لكل زک 6 >1+ 1ء ١.‏ تابع ل ,۷ 
مبرهنة (86,5) 

لتكن 7 شجرة تقص عمقي للرسم © وليكن ,”,..., ۷,۷ ترقيما عمقيا ل 
6. ليكن ,ا ضلعا في © بحيث 7>7 وليكن ز دليل الوصول العمقي 
ال ا ,رق إذا وققيط ]ذا كبنان فيل فيد 
ال دس اوو لاون« ليس جاورا في راش کت 7ع 
والرافنى ,« ليس مجاورا في 6 ای راس ,کیت 1> رغد ول 
البرهان 

بناء على تمهيدية(۸.1) فان توابع في 17 هي بالنسييي ارون ال مدن 
سراق 6 ولتكن 6,6 مركبتي  ,‏ 1- 6 بحيث ۾« رس في 6 و V,‏ 
رأس في ,0. إذن توابسع ارؤوس في ا O‏ ۷ رؤوس في 
6 وعليه يتحقق المطلوب. 

لاثبات الاتجاه الآخر ولغرض الحصول على تناقض نفرض أن , ”,لا ليس 
0 دت يوعد کن تأر لاو دعو رم لآو فقي اله بحتوي على الضلع 


۸ مقدمة في نظرية الرسومات 


,س .اذا كان و #النيس ایتا ا قال ,اور لاس ۷ق 07و 
( > ,±۸ ۸ وهذا تناقض. بینما إذا كان ,۷ تابعاً ل ,« فإن «» حيث 7 أكبر 
دلبل يك ۾ ۷ تابع ل ,۷ء يعطينا التناقض المطلوب. 
خوارزمية (8,1) (خوارزمية إنشاء توجيه) 

المدخل : رسم مترابط © بدون جسور. 

المخرج : توجيه للرسم 6. 
الخوارزمية 

.* اختررأساً × في © وأنشئ شجرة تقص عمقي 7 ل © جذرها‎ -١ 

١‏ - وجه كل ضلع في 7 من طرفه ذي الدليل العمقي الأصغر إلى طرفه ذي 
الدليل العمقي الأكبر. 

-٣‏ وجه كل ضلع ليس في 7 من طرفه ذي الدليل العمقي الأكبر إلى طرفه 
دي الدليل العمقي الأصغر. 
مبرهنة ( ۱۰ ,۸) 

خوارزمية (4.1) تعطي توجيها للرسم ©. 
البرهان 

ليكن , لا,..., ٠,۷‏ الترقيم العمقي المصاحب للشجرة '7. ينتج من مبرهنة 
(5 أنه لكل رس ا ,۷ يوجد رأس ETT AV,‏ ا ضلع في 0 
أو يوجد تابع ,۷ ل ,۷ بحيث ,۷ ضلع في 0. إذن يوجد مر موجه من ,۷ إلى , ل. 
ولكن يوجد مر أضلاعه في 7 من ,۲ إلى أي رأس آخرء وعليه يوجد مر موجه 
من أي رأس إلى أي رأس آخر. وعليه نحصل على رسم مترابط بقوة. آي» محصل 
على توجيه للرسم ©. 


الرسوم الموجهة ١‏ 
مثال (۸,۲) 
في شكل(٤.۸)»‏ بتطبيق خوارزمية )۸.١(‏ على الرسم 6 بدءا من الجذر ١‏ 
نحصل أولا على الشجرة 1 ومن ثم نحصل على توجيه ( للرسم © حيث 
علم كل من الرؤوس بدليله العمقي. 





غارین (۸,۲) 
-١‏ أعط مثالا لرسم موجه نصف هاملتوني بحيث لا يكون رسم مسابقة. 
١‏ - جد مرا موجها هاملتونيًا في رسم المسابقة المعطى في شكل (8.0). 





شكل(8,5). 


۳- إذا كان © رسم مسابقة وكان × رأسا في © بحيث (©) 4 -(+) *4 
فأثبت أنه يمكن الوصول إلى أي رأس من × بممر موجه طوله على الأكثر 2. 


١‏ مقدمة في نظرية الرسومات 


.)۸,۷( أثبت مبرهنة‎ - ٤ 

ه- إذا كان © رسم مسابقة فأثبت أن (() )< = ((م) 4)<<. 

5- ليكن © رسم مسابقة. نقول إن 6 متعدٍ إذا تحقق ما يلى : كلما كان 
(7,×) و( 2,«) ضلعين موجهين في © فإن ( 2,×) ضلع موجه في 6. 

() أثبت أنه إذا كان 6 رسم مسابقة عدد رؤوسه 1< 7 ويحتوي على دورة 
موجهة فان )١‏ غير متعك. 

)الت ثبت أنه إذا كان € رسم مسابقة ولا يحتوي على دورات موجهة فإن 6 متعل. 

(ج) أثبت أنه إذا كان ) رسم مسابقة فإن 6 يكون متعديا إذا وفقط إذا 
كان 6 لا يحتوي على دورات موجهة ثلاثية. 

(د) أثبت أنه إذا كان © رسم مسابقة فإن © يكون متعديا إذا وفقط إذا 
كان 6 يحتوي على نمر موجه هاملتوني وحيد 

(ه) أثشت أنه اذا كان 7) رسم مسابقة متعدٍ عدد رؤوسه 2< 7 فإن ) غير 
مترابط بقوة. 

۷- بين أنه يوجد توجيه لكل رسم من الرسوم الموضحة في شكل(2»)8.1 ثم 
و 
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11111011 of two graphs 
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eccentricity of a graph 
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ındependent edges 
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realization 
connectIvIty 


edge connectivity 


١/4‏ نبت المصطلحات 








حاصل ضرب رسمين 





دارة 

دارة أو يلرية 

الدرحة الخارحة (لرأس في رسم موجه) 
الدرجة الداحلة (لرأس في رسم موجه) 
درجة الرأاس 

الدليل العرضي 

دليل الوصول العمقي 


depth first 1 
contraction of a graph 
graph coloring 

edge coloring 

k-edge colorıng 
automorphism 

planar representation 


orientation 


brıdge 


product of two graphs 


circuit 

Eulerian circuit 
outdegreê 
ındegreê 

degree of vertex 
breadth first index 


depth first reach index 


نبت المصطلحات 





الرأس الابتدائي (لضلع موجه) 
الرأس النهائي (لضلع موجه) 
رأس E‏ 

رأس فردي 

رأس قطع 

راس مغطى .عوائمة 

رأس منعزل 

رأسان متجاوران 

رتبه رسم 

رسم 

الرسم التافه 

الرسم التام 

الرسم الرديف لرسم موجه 
e‏ القوالب والمفاصل 

ر سم أويلري 


١ 5م‎ 


depth first index 
cycle 
directed cycle 


Hamiltonian cycle 


1112 

taıl 

head 

256112163 

odd vertex 

Cul VETICX 

vertex covered by a matching 
Isolated vertex 
adjacent vertices 
order of a graph 
graph 

trivial graph 
complete graph 
underlying graph 
block-cutpoınt graph 


Eulerian graph 


١‏ نبت المصطلحات 


رسم بسيط simple graph‏ 
رسم ننا ئي التجزئة bipartite graph‏ 
رسم ثنائي التجرئة تام complete bipartite graph‏ 
رسم جزئي subgraph‏ 
رسم جزئي معحدّث ınduced subgraph‏ 
رسم حزئي مو لد induced subgraph‏ 
رسم صفري null graph‏ 
رسم قابل للتو جيه بقوة strongly orientable graph‏ 
رسم مترابط connected graph‏ 
رسم متمر کز ذاتيا self-centered graph‏ 
رسم مسابقة tournament‏ 
رسم م planar graph‏ 
رسم مستو أعظمي maximal planar graph‏ 
رسم مضاعف multigraph‏ 
ر سم منتضم من النو r-regular graph E‏ 
ر سم finite graph‏ 
kai‏ مو 35 digraph‏ 
رسم موجه فعلى simple digraph‏ 
رسم موزول weıghted graph‏ 
رسم نصف أو يلري semi-Eulerian graph‏ 
رسم نصف هاملتون semı-Hamıltonian graph‏ 


Hamiltonian graph راسم هاملتوین‎ 


ثبت المصطلحات 





زمره التمائلاث الذاتية 














VY 


the automorphism group 


size of a graph 


(reê 

breadth first search tree 
depth first search tree 
labeled tree 

spanning tree 
111111111111111 spanning tree 


maximum 510311111115 treê 


Euler's formula 


edge 
multledge 


directed edge 


۷/۸ نبت المصطلحات 





طرف endpoint‏ 
طريق trail‏ 
طريق أو يلري Eulerian trail‏ 
طريق مو جه directed trail‏ 





العدد اللوين chromatic number‏ 
العدد اللو 8 الضلعي edge chromatic number‏ 
عرو loop‏ 
عروة مو جهة dırected loop‏ 





عابة forest‏ 
غطاء ر اسي 00171 Vertex‏ 
غطاء ر سی أصغر minimum vertex cover‏ 
غطاء ضلعي edge cover‏ 





sorting الفرز‎ 





قاكية اه وو adjacency l1st‏ 


ثبت المصطلحات ۷۹ 








linked list قائمة مترابطة‎ 
linked list قائمة مو صولة‎ 
block قالب‎ 
end — block قالب طرق‎ 
subdivision of a graph قَسلم‎ 
edge subdivision م ضلع‎ 
diameter of a graph قطر رسم‎ 
© 
chromatic polynomial كثيرة الحدود اللونية‎ 
0 
degree sequences of a graph فالات درحات رسم‎ 
graphical sequence اة ر هة‎ 
weakly connected متر ابط بضعف‎ 
strongly connected مترابط بقوة‎ 
n-edge connected من النو ع7‎ E مترابط‎ 
n-connected n مترابط من النو‎ 
isomorphic متمادل‎ 
complement of a graph متمم رسم‎ 
degree set of a graph مجموعة درجحات رسم‎ 
eraphıcal set جموعة ر “ية‎ 


بحمو عة مستقلة independent set‏ 


| 


جوعة جحسرية 


مرجع مباشر 
الم كبات المترابطة 


مر کز ار 


مسار موجه 


المسافة 


(بيين رأسين) 


مصفو فة التجاور 


مصموم رين 


مفصل 


المكعب الفوقي 


کر 


مر أويلري 


مر موسع بالنسبة لموائمة × 


vertex cult 

system of distinct representatives 
edge cut 

ımmediate predecessor 
connected components 
center of a graph 

walk 

directed walk 

dıstance 

adjacency matrix 
[011101 two graphs 
articulation point 

Cul 113 

hypercube 

path 

Eulerian path 
M-alternatıng path 
M-augmenting path 
Hamıltonian path 
internally disjoint 
maxımal matching 1n a graph 


maxımum matching 1n a graph 


موائمة في رسم 


ْ نصف قطر رسم 


كنت | || ات 











A۸1 


matching In a graph 


perfect matching 1n a graph 


radius of a graph 


face 


outer Tacê 


adjacent 


101 


AT 


قالب 

رسم القوالب والمفاصل 
الدليل العرضي 

شجره لكر عرصي 


07 


مر كز رسم 
العدد اللوي 
كثيرة الحدود اللو نية 











adjacency list 
adjacency matrix 
adjacent 
adjacent edges 
adjacent vertices 
articulation poınt 


automorphism 


bipartite graph 

block 

block-cutpoınt graph 
breadth first Index 
breadth first search tree 


bridge 


center of a graph 
chromatic nun bêr 


chromatic polynomial 


دارة 

ا ا 

رسم تنائي التجحزثة تام 
امركبات المترابطة 
رسم مترابط 

الترابطية 


درحة الرأس 

متتاليات درجات رسم 
مجموعة درجات ر سم 
دليل عمقي 

ارم مني 

دليل الوصول العمقى 
شجرة تقصٍ عمقي 
قطر رسم 


رسم مو بحه 


نبت المصطلحات 





AT 


cırcult 

complement of a graph 
complete bipartite graph 
complete graph 
connected components 
connected graph 
connectivity 

contraction of a graph 
Cul VErIEX 

CU VETICX 


cycle 


degree of vertex 

degree sequences of a graph 
degree set of a graph 

depth first index 

depth first numbering 

depth first reach index 
depth first search tree 
diameter of a graph 


digraph 


A 


دورة موجهة 

ضلع مو جحه 

عروة موجحمهة 

طريق مو حه 
مسار مو جحه 

المسافة (بين رأسين) 


الاحتلاف المركزي لرسم 
يت 

العدد اللوي الضلعي 
تلوين ضلعي (لرسم) 
غطاء ضلعي 
چ 

قم ضلع 

الترابطية الضلعية 
قالب طرق 

طرف 

دارة أويلرية 

رسم أويلري 

مر أويلري 


ي | ا 5 
ست المصطلحات 





directed cycle 
dırected edge 
directed loop 
directed trail 
dırected walk 
dıstance 


dodecahedron 


eccentricity of a graph 
edge 

cdge chromatic number 
edge coloring 

edge cover 

edge cut 

edge 11 

edge connectivity 

end — block 

endpoınt 

Eulerian circult 
Eulerian graph 


Eulerian path 


8 iF ۲ le 
تست المصطلحات‎ 











دورة هاملتونية 

رسم هاملتون 

مر هاملتوين 

الرأس النهائي (لضلع موحه) 
للكعب الفرشي 


Ao 


Eulerian trall 
Euler's formula 


even 11 


face 
fınıte graph 


forest 


eraph 
graph coloring 
graphical sequence 


graphical set 


Hamıltonlan cycle 
Hamıltonian graph 
Hamıltonian path 
head 


hypercube 


۱۸٦ 


مرجع مباشر 


تابع مباشر 


الدرحة الداحلة (لرأس قي رسم موجه) 














1111111201216 predecessor 


1111111601316 125501 


ıindegree 


ındependent edges 


Independent set 
ınduced subgraph 
induced subgraph 
internally 1501131 
Isolated vertex 


IsomorphIc 


Joın 


[0111 of two graphs 


k-edge coloring 


labeled trêê 
linked list 
linked list 


loop 


مر متناو ب بالنسبة لموائمة 7/1 
موائمة في رسم 

مر موسع بالنسبة لموائمة 11 
موائمة أعظمية في رسم 

رسم مستو أعظمي 

موائمة عظمى في رسم 
شجرة مولدة عظمى 

شجرة مولدة صغرى 

غطاء رأسي أصغر 
فی 


رسم مضاعف 


مترابط من النوع ۸ 
مترابط ضلعيا من النوع ۸ 


رسم صفري 











AY 


M-alternating path 

matching 1n a graph 
M-augmenting path 

maxımal matchıng 1n a graph 
maxımal planar graph 
maxımum matching 1n a graph 
maximum spanning tree 
111111111111111 spanning tree 
111111111111111 vertex 001 
111111 


multigraph 


n-connected 
n-edge connected 


null graph 


odd vertex 
optimization 


order of a graph 


AA 


تو جيه 


الدرجة الخارجحة (لرأس في رسم موجه) 











011101 
عع51 01110 


outer ACC 


path 

perfect matching 1n a graph 
planar graph 

planar representation 


product of two graphs 


radius of a graph 
realization 


r-regular graph 


self-centered graph 
semı-Eulerıan graph 
semı-Hamıltonlan graph 
simple digraph 

simple graph 


size of a graph 


ثبت المصطلحات 5 ١‏ 


sorting الغرز‎ 
spanning tree شجحرة مولدة‎ 
strongly connected مترابط بقوة‎ 
strongly orientable graph رسم قابل للتوجيه بقوة‎ 
subdivision of a graph قت‎ 
subgraph رسم جزلي‎ 
SUccESSOr تابع‎ 
system of distinct representatives مجموعة من الممثلات المختلفة‎ 





س الا'بتل!؛ ي (لضلع مو حه) tail‏ 
زمر ة التمائللاث الذاتية the automorphism group‏ 
رسم مسابعة tournament‏ 
طريق (rail‏ 
شججحره tree‏ 
الى سم التافه trivial graph‏ 





ا سم الرديف لر سم موجه underlyıng graph‏ 


union of two graphs اغا يی‎ 





vertex راس‎ 


١ 5 .‏ نبت المصطلحات 





مترابط بضعف 


رسم موزول 


1211236 2051 
vertex covered by a matching 


VErlEX اتج‎ 


walk 
weakly connected 


welghted graph 





احاد رسمان و 5 


اننا عشري الوجوه ۷۲ 


الاختلاف المركزى لرسم ١‏ 


أضلاع تد نغطية ١79‏ 


أضلاع مستقلة ١؟١‏ 


إغلاق رسم ۷٤‏ 





١11 تابع‎ 

تابع مباشر ١557‏ 
تحسبك ۲۳ 

١ 5 0 الترابطية‎ 

الترابطية الضلعية ١6١‏ 


كشاف المو ضو عات 


تلوين رسم 10 

تلوين ضلعي ٠١١‏ 

تلوين ضلعي من الدرجة 4 ١٠١7‏ 
تمائل داتي ۳۲ 

تماثئل رسوم ١1‏ 

ثيل مستو ۸٥‏ 


١15 توجيه‎ 











ala‏ كي لانم اي 
خوارزمية بريم 0١‏ 
e‏ 
خوارزمية فلوري ٠1‏ 
خوارزمية كروسكال ”07 





دارة 5 ١‏ 
دارة أويلرية 1۳ 
الدرجة الخارجة ١00‏ 
الدرجة الداخلة ١686‏ 
درجة الرأس ۲ 


الدليل العرضى ٤١‏ 


دليل الوصول العمقي ١١1‏ 


دليل عمقى ١11١‏ 


دورة ۷ 


دورة موجهة ١07‏ 
دوره هاملتونية ؟ / 





١ رامن‎ 


رأس ابتدائي ١60‏ 


كشاف ا مو ضوعات 


رأس زوجي ” 

راش فردئ. ؟ 

رأس قطع ١9‏ 

رأس مغطى بموائمة ١١١‏ 
رأس منعزل ۲ 

رأس نھائی ١05‏ 

رأسان متجاوران ۲ 

رتبة رسم ۲ 

١ رسم‎ 

رسم القوالب والمفاصل ”57 ١‏ 


رسم ئنائي التجزئة تاح ١١‏ 
رسم جرثي ١‏ 

رسم جزئي محدّث ۷ 
رسم جزئي مولد أ 

زسم جزتی مولد ۷ 


رسم رديف ١21‏ 


رسم صعري 0 


رسم قابل للتوجيه بقوة 1 ١‏ 





زمرة التماثلاث الذاتية ١٣‏ 


جد ا ا 8 











ملع ١‏ 
ضلع مكرر ” 
ضلع موجه ١00‏ 


لحان ارات الا 


ضلعان مستقلان ١١١‏ 





طرف ” 


اا 


١5 طريق‎ 

طريق أويلري 17 
طريق موجه ١051‏ 
طول الدورة ۸ 
طول اسار ٠٤‏ 
طول الممر ۷ 





عجلة ۸ 

العدد اللونى 530 

العدد اللوني الضلعي 1 ١١‏ 
عروة ۲ 


عروة موجهة ١00‏ 





غطاء رأسي ١551‏ 


غا ۴8 


غطاء رأسى أصغر ۱۲۷ 


غطاء ضلعى ١۲۷‏ 





قالب ١5١‏ 
قالب طرفي ١5١‏ 


كشاف الموضوعات 


قسم رسم 4١‏ 
قَسْم ضلع 1١‏ 
قطر رسم ٠١‏ 





كثيرة الحدود اللونية ١١١‏ 





لامتغير تمائل ١/‏ 





مبرهنة الألوان الأربعة ٠١١‏ 


مبرهنة الألوان الخمسة ١٠١7‏ 
قا برو كس 13 

مبرهنة بيرج ١77‏ 

مبرهنة فزنج ٠١9‏ 

مبرهنة كوراتوسكي 1١‏ 
مبرهنة كونج - هول ٠۲١‏ 
مبرهنة كيلى ؟؟ 

متتاليات درجات رسم ۲١‏ 
متتالية رسمية 5١‏ 

مترابط بضعف ١٠١١‏ 


مترابط بقوة ١65‏ 


مترابط ضلعيا من النوع 7 ١١١‏ 
مترابط من النوع 7 50 ١‏ 
مجموعة درجات رسم لا 
مجموعة رسمية "١‏ 

شبوعة ل 

جموعة مفصلية 50 ١‏ 

مجموعة من الممثلات المختلفة ١77‏ 
مجوعة جسرية ١6١‏ 

١17 : ٤۸ مرجع مباشر‎ 

المركبات المترابطة ۸ 

مركز رسم ٠١‏ 

بياذ 2 

مسار موجه ١01‏ 

المسافة بين رأسين ١٠ء 6٠‏ 
ما الور ال 
مر اجاور ۲۶ 

مضموم رسمين ٠١‏ 

مفصل ۱۳۹ 

المكعب الفوقى 1 


كشاف الموضوعات ۹۵ 


مر ۷ 

قر تاوف بالنسية ازاتمة ١‏ 
مر موجه ۱۵1 

تمر موسع بالنسبة لموائمة ٠١١‏ 
ثمر هاملتوني 4 

راث منص ول ٤۷‏ 
موائمة أعظمية في رسم ٠١١‏ 
نوائية علمى ف ربنم 11 


موائمة في رسم ۱۲١‏ 


موائمة كاملة في رسم ؟؟١‏ 





نصف قطر رسم ٠١‏ 
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www.ksu.edu.sa ISBN: 978-9960-55-839-4‏ 


